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Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Buch ist entstanden aus der Ausarbeitung einer Vorlesung, die ich im
WS 1970/71 fiir Studenten der Mathematik und Physik des ersten Semesters
an der Universitdt Regensburg gehalten habe. Diese Ausarbeitung wurde spéter
von verschiedenen Kollegen als Begleittext zur Vorlesung benutzt.

Der Inhalt umfaflt im wesentlichen den traditionellen Lehrstoff der Analy-
sis-Kurse des ersten Semesters an deutschen Universititen und Technischen
Hochschulen. Bei der Stoffauswahl wurde angestrebt, dem konkreten mathe-
matischen Inhalt, der auch fiir die Anwendungen wichtig ist, vor einem grof3en
abstrakten Begriffsapparat den Vorzug zu geben und dabei gleichzeitig in sys-
tematischer Weise moglichst einfach und schnell zu den grundlegenden Be-
griffen (Grenzwert, Stetigkeit, Differentiation, Riemannsches Integral) vorzu-
dringen und sie mit vielen Beispielen zu illustrieren. Deshalb wurde auch die
Einfiihrung der elementaren Funktionen vor die Abschnitte iiber Differentiati-
onund Integration gezogen, um dort gentigend Beispielmaterial zur Verfiigung
zu haben. Auf die numerische Seite der Analysis (Approximation von Grofen,
die nicht in endlich vielen Schritten berechnet werden kdnnen) wird an ver-
schiedenen Stellen eingegangen, um den Grenzwertbegriff konkreter zu ma-
chen.

Der Umfang des Stoffes ist so angelegt, dal3 er in einer vierstiindigen Vorlesung
in einem Wintersemester durchgenommen werden kann. Die einzelnen Para-
graphen entsprechen je nach Lénge einer bis zwei Vorlesungs-Doppelstunden.
Bei Zeitmangel konnen die §§ 17 und 23 sowie Teile der §§ 16 (Konvexitét)
und 20 (Gamma-Funktion) weggelassen werden.

Fiir seine Unterstiitzung mochte ich mich bei Herrn D. Leistner bedanken.
Er hat die seinerzeitige Vorlesungs-Ausarbeitung geschrieben, beim Lesen der
Korrekturen geholfen und das Namens- und Sachverzeichnis erstellt.

Miinster, Oktober 1975 O. Forster
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Vorwort zur 5. Auflage

Die erste Auflage dieses Buches erschien 1976. Seitdem hat es viele Jahrginge
von Studentinnen und Studenten der Mathematik und Physik beim Beginn ih-
res Analysis-Studiums begleitet. Aufgrund der damaligen Satz-Technik waren
bei Neuauflagen nur geringfiigige Anderungen moglich. Die einzige wesentli-
che Neuerung war das Erscheinen des Ubungsbuchs zur Analysis 1 [FW].

Bei der jetzigen Neuauflage erhielt der Text nicht nur eine neue &duflere Form
(TgX-Satz), sondern wurde auch griindlich iiberarbeitet, um ihn wo moglich
noch verstdndlicher zu machen. An verschiedenen Stellen wurden Beziige zur
Informatik hergestellt. So erhielt §5, in dem u.a. die Entwicklung reeller Zah-
len als Dezimalbriiche (und allgemeiner b-adische Briiche) behandelt wird,
einen Anhang iiber die Darstellung reeller Zahlen im Computer. In §9 finden
sich einige grundsitzliche Bemerkungen zur Berechenbarkeit reeller Zahlen.
Verschiedene numerische Beispiele wurden durch Programm-Code ergénzt, so
dass die Rechnungen direkt am Computer nachvollzogen werden konnen. Da-
bei wurde der PASCAL-dhnliche Multiprézisions-Interpreter ARIBAS benutzt,
den ich urspriinglich fiir das Buch [Fo] entwickelt habe, und der frei {iber
das Internet erhéltlich ist (Einzelheiten dazu auf Seite VIII). Die Programm-
Beispiele lassen sich aber leicht auf andere Systeme, wie Maple oder Mathe-
matica libertragen. In diesem Zusammenhang sei auch auf das Buch [BM]
hingewiesen.

Insgesamt wurden aber fiir die Neuauflage die bewéhrten Charakteristiken des
Buches beibehalten, nimlich ohne zu gro3e Abstraktionen und ohne Stoffiiber-
ladung die wesentlichen Inhalte griindlich zu behandeln und sie mit konkreten
Beispielen zu illustrieren. So hoffe ich, dass das Buch auch weiterhin seinen
Leserinnen und Lesern den Einstieg in die Analysis erleichtern wird.

Wertvolle Hilfe habe ich von Herrn H. Stoppel erhalten. Er hat seine
TeX-Erfahrung als Autor des Buches [SG] eingebracht und den Hauptteil der
TeXnischen Herstellung der Neuauflage iibernommen. Viele der Bilder wur-
den von Herrn V. Solinus erstellt. Thnen sei herzlich gedankt, ebenso Frau
Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg-Verlag, die sich mit groem Engagement
fiir das Zustandekommen der Neuauflage eingesetzt hat.

Miinchen, April 1999 Otto Forster
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Vorwort zur 9. Auflage

Neben der Korrektur bekannt gewordener Druckfehler (den vielen aufmerksa-
men LeserInnen sei Dank!), habe ich fiir die 6. bis 9. Auflage den Text an ver-
schiedenen Stellen weiter liberarbeitet und ergénzt. Aulerdem habe ich neue
Abbildungen und Ubungsaufgaben hinzugefiigt.

Miinchen, November 2007 Otto Forster
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Software zum Buch

Die Programm-Beispiele des Buches sind fiir ARIBAS geschrieben. Dies ist ein
Multiprazisions-Interpreter mit einer PASCAL-dhnlichen Syntax. Er ist (unter
der GNU General Public License) frei liber das Internet erhiltlich. Es gibt
Versionen von ARIBAS fiir verschiedene Plattformen, wie MsWindows (von
Windows95 iiber WindowsNT bis WindowsXP), LINUX und andere UNIX-
Systeme. Fiir diejenigen, die hinter die Kulissen sehen wollen, ist auch der
C-Source-Code von ARIBAS verfiigbar. Um ARIBAS zu erhalten, gehe man
auf die WWW-Homepage des Verfassers,

http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~forster

und von dort zum Unterpunkt Software/ARIBAS. Dort finden sich weitere In-
formationen. Da ARIBAS ein kompaktes System ist, muss nur etwa 1/4 MB
heruntergeladen werden.

Von der oben genannten Homepage gelangt man iiber den Unterpunkt Biicher/
Analysis auch zur Homepage dieses Buches. Von dort sind die Listings der
Programm-Beispiele erhéltlich, so dass sie nicht mithsam abgetippt werden
miissen. Im Laufe der Zeit werden noch weitere Listings zu numerischen
Ubungsaufgaben und zu Erganzungen zum Text dazukommen. Ebenfalls wird
dort eine Liste der unvermeidlich zutage tretenden Errata abgelegt werden. Die
aufmerksamen Leserinnen und Leser seien ermuntert, mir Fehler per Email an
folgende Adresse zu melden:

forster@mathematik.uni-muenchen.de
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§ 1 Vollstindige Induktion

Der Beweis durch vollstdndige Induktion ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Mathe-
matik. Es kann hdufig bei Problemen folgender Art angewandt werden: Es soll eine
Aussage A(n) bewiesen werden, die von einer natiirlichen Zahl » > 1 abhéngt. Dies
sind in Wirklichkeit unendlich viele Aussagen 4(1),4(2),4(3),..., die nicht alle ein-
zeln bewiesen werden konnen. Hier hilft die vollstdndige Induktion.

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion
Sei ng eine ganze Zahl und A(n) fir jedes n > ng eine Aussage. Um A(n) fir
alle » > ny zu beweisen, geniigt es, zu zeigen:
(10) A(no) ist richtig (Induktions-Anfang).
(I11) Fiir ein beliebiges n > ny gilt: Falls A(n) richtig ist, so ist auch A(n+1)
richtig (Induktions-Schritt).

Die Wirkungsweise dieses Beweisprinzips ist leicht einzusehen: Nach (10) ist
zundchst A(ng) richtig. Wendet man (I1) auf den Fall n = n an, erhélt man die
Giiltigkeit von A(np + 1). Wiederholte Anwendung von (I1) liefert dann die
Richtigkeit von 4(ng+2), A(no+3), ..., usw.
Als erstes Beispiel beweisen wir damit eine niitzliche Formel fiir die Summe
der ersten » natiirlichen Zahlen.
Satz 1. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
n(n+1)

7
Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung S(n) = 142+ ...+ n und zeigen die Glei-
chung S(n) = ”(”27“) durch vollstdndige Induktion.
Induktions-Anfangn = 1. Es ist S(1) = 1 und w = 1, also gilt die Formel
fiirn=1.

14+2434+...+n=

Induktions-Schrittn — n+ 1. Wir nehmen an, dass S(n) = "(";r 1 gilt (Induktions-

Voraussetzung) und miissen zeigen, dass daraus die Formel S(n+1) = w
folgt. Dies sieht man so:

Stn+1) = S+ (n+ 1) ="
_ (n+1)(n+2)
= q.e.d.



2 § 1 Vollstdndige Induktion

Dabei deutet = an, dass an dieser Stelle die Induktions-Voraussetzung benutzt

wurde.

Der Satz 1 erinnert an die bekannte Geschichte iiber C.F. GauB3, der als klei-
ner Schiiler seinen Lehrer dadurch in Erstaunen versetzte, dass er die Aufgabe,
die Zahlen von 1 bis 100 zusammenzuzédhlen, in kiirzester Zeit im Kopf 16ste.
Gauf} verwendete dazu keine vollstindige Induktion, sondern benutzte folgen-
den Trick: Er fasste den ersten mit dem letzten Summanden, den zweiten mit
dem vorletzten zusammen, usw.

142+4...+100 = (14100)+ (2+99) +...+ (50+51)
= 50-101 = 5050.

Natiirlich ergibt sich dasselbe Resultat mit der Formel aus Satz 1.

Summenzeichen. Formeln wie in Satz 1 lassen sich oft pridgnanter unter Ver-
wendung des Summenzeichens schreiben. Seien m < n ganze Zahlen. Fiir jede
ganze Zahl k mit m < k < n sei a; eine reelle Zahl. Dann setzt man

n
Zak =amtaps1+...+ay.

k=m
(Dabei bedeutet X := A4, dass X nach Definition gleich 4 ist.) Fiir m = n besteht
die Summe aus dem einzigen Summanden a,,. Es ist zweckmiBig, fiir n =
m — 1 folgende Konvention einzufiihren:

m—1
Y ar:=0  (leere Summe).
k=m

Man kann die etwas unbefriedigenden Piinktchen ... in der Definition des
Summenzeichens vermeiden, wenn man Definition durch vollstindige Indukti-
on beniitzt: Fiir den Induktions-Anfang setzt man Z?:’"i ay := 0 und verwendet
als Induktionsschritt

n+1

Zak::<iak)+an+1 furallen>m—1.
k=m

k=m

Als natiirliche Zahlen bezeichnen wir alle Elemente der Menge
N:={0,1,2,3,...}

der nicht-negativen ganzen Zahlen (einschlieBlich der Null). Mit
7Z:={0,4+1,+£2,43,...}

wird die Menge aller ganzen Zahlen bezeichnet.



§ 1 Vollstdndige Induktion 3

Nun lésst sich Satz 1 so aussprechen: Es gilt

2

(Fiir n = 0 gilt die Formel trivialerweise, da beide Seiten der Gleichung gleich
null sind.)

n

1
Te="UFD frallenen.
k=1

Bildet man die Summe der ersten ungeraden natiirlichen Zahlen, 143 = 4,
1+34+5=9,143+5+7 =16, ..., so stellt man fest, dass sich stets eine
Quadratzahl ergibt. Dass dies allgemein richtig ist, beweisen wir wieder durch
vollstdndige Induktion.

n

Satz 2. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 2 (2k—1) =n?.

k=1
Beweis. Induktions-Anfang n = 0.
0
S (2k—1)=0=0%
k=1
Induktions-Schrittn — n—+ 1.
n+1 n
N 2k—1) = Y (2k—1)+ 2n+1)—1)=n*+2n+1
k=1 k=1 v

= (n+1)? qed

Definition (Fakultit). Fiir » € N setzt man

n
nl:=[Jk=1-2-....n.
k=1

Das Produktzeichen ist ganz analog zum Summenzeichen definiert. Man setzt
(Induktions-Anfang)

m—1
[Tar=1 (leeres Produkt),
k=m

und (Induktions-Schritt)

n+1 n
ITa= ( ak) Ant1 firallen >m—1.
k=m k=m

(Das leere Produkt wird deshalb als 1 definiert, da die Multiplikation mit 1
dieselbe Wirkung hat wie wenn man tiberhaupt nicht multipliziert.)

Insbesondereist 0! =1, 1! =1, 2! =2, 31=6, 4! =24, ....



4 § 1 Vollstdndige Induktion

Satz 3. Die Anzahl aller méoglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge
{Ad1,42,...,4,} ist gleich n!.

Beweis durch vollstindige Induktion.

Induktions-Anfang n = 1. Eine einelementige Menge besitzt nur eine Anord-
nung ihrer Elemente. Andrerseits ist 1! ebenfalls gleich 1.

Induktions-Schritt n — n+ 1. Die moglichen Anordnungen der (n+ 1)-ele-
mentigen Menge {41,A42,...,4An,+1} zerfallen folgendermaBen in n + 1 Klas-
sen (¢, k=1,...,n+ 1: Die Anordnungen der Klasse (; haben das Element
Ay an erster Stelle, bei beliebiger Anordnung der iibrigen #» Elemente. Nach
Induktions-Voraussetzung besteht jede Klasse aus #n! Anordnungen. Die Ge-
samtzahl aller mdglichen Anordnungen von {41,45,...,4,4+1} ist also gleich
(n+1)n!=(n+1)!, qed.

Bemerkung. Die beim Induktions-Schritt beniitzte Uberlegung kann man dazu
verwenden, alle Anordnungen systematisch aufzuzéhlen (wir schreiben kurz &

statt Ay).
n=2

1 2 2 1

n=3

—
— N

3 2

_.

W
oW
o
w
—_

—_ = e e
A BA W W D DD
W o A NN B~W
DWW N A WA
[\ T \O T O (SR (SR ]
A A W W = =
W - B~ = B~ W
—_— W = AW N
W W W W W W
AR DN ==
N = A= AN
—_— N = AN A
S~ B A B~ B~ Bb
W W NN = =
N = W o= W N
— N = W N W

Definition. Fiir natiirliche Zahlen » und & setzt man

(Z) _ﬁn—j—H _n(n—1)-...-(n—k+1)

A 12k



§ 1 Vollstdndige Induktion 5

Die Zahlen (Z) heiflen Binomial-Koeffizienten wegen ihres Auftretens im bi-
nomischen Lehrsatz (vgl. den folgenden Satz 5).

Aus der Definition folgt unmittelbar

n n
= = i >
(O) 1, (]) n firallen >0,

(Z) =0 firk>n, sowie

n n! n
= — = 1 <k<n.
(k> K (n—k)! (nfk) Rro<ksn

Definiert man noch (Z) =0 fiir k <0, so gilt

my_ " firallen € Nund k € Z.
k n—k

Hilfssatz. Fiir alle natiivlichen Zahlen n > 1 und alle k € 7 gilt

n\ (n—1 n n—1

k) \k-1 k)
Beweis. Fiir £ > n und k < 0 verifiziert man die Formel unmittelbar. Es bleibt
also der Fall 0 < k£ < n zu betrachten. Dann ist

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)

(k—l>+< k ) k—Dln—k)!  B{n—k—1)!
k(n=1)4+m—k)(n—-1)!  nn—1)! 7(11)
N k! (n—k)! Tk (n—k)! k)

Satz 4. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge
{41, 4,,... . 4,} ist gleich (7).

Bemerkung. Daraus folgt auch, dass die Zahlen ( ) ganz sind, was aus ihrer
Definition nicht unmittelbar ersichtlich ist.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion nach ».

Induktions-Anfang n = 1. Die Menge {4} besitzt genau eine nullelementige
Teilmenge, ndmlich die leere Menge 0, und genau eine einelementige Teilmen-
ge, nimlich {4, }. Anderseits ist auch () = (1) = 1. (Ubrigens gilt der Satz
auch fiirn=0.)



6 § 1 Vollstdndige Induktion

Induktions-Schritt n — n+ 1. Die Behauptung sei fiir Teilmengen der n-ele-
mentigen Menge M,, := {4,...,4,} schon bewiesen. Wir betrachten nun die
k-elementigen Teilmengen von M, := {41,...,An,Apn+1}. Fir k =0 und
k=n+1 ist die Behauptung trivial, wir diirfen also 1 < £ < » annehmen. Jede
k-elementige Teilmenge von M, gehort zu genau einer der folgenden Klas-
sen: Iy besteht aus allen k-elementigen Teilmengen von M,, |, die 4,41 nicht
enthalten, und 7; aus denjenigen k-elementigen Teilmengen, die 4, enthal-
ten. Die Anzahl der Elemente von T ist gleich der Anzahl der k-elementigen
Teilmengen von M, also nach Induktions-Voraussetzung gleich (Z) Da die
Teilmengen der Klasse 7; alle das Element 4, enthalten, und die iibrigen
k — 1 Elemente der Menge M, entnommen sind, besteht Z7; nach Induktions-
Voraussetzung aus ( kfl) Elementen. Insgesamt gibt es also (unter Benutzung
des Hilfssatzes)

n n n _(n+ 1
k k—1) k
k-elementige Teilmengen von M,,;, q.e.d.

Beispiel. Es gibt
(49> ~49-48-47-46-45-44

= 13983816
6 1-2.3-4-5-6

6-elementige Teilmengen einer Menge von 49 Elementen. Die Chance, beim
Lotto “6 aus 49” die richtige Kombination zu erraten, ist also etwa 1 : 14
Millionen.

Satz 5 (Binomischer Lehrsatz). Seien x,y reelle Zahlen und n eine natiirliche
Zahl. Dann gilt

(x4y)" = i (Z)x”*k)/‘.

k=0

Beweis durch vollstindige Induktion nach ».
Induktions-Anfang n = 0. Da nach Definition a° = 1 fiir jede reelle Zahl a
(leeres Produkt), ist (x +)° = 1 und

0

0) n—k <0)oo
Z X = xy =1.
k_0<k 0

Induktions-Schrittn — n—+1.
(x42)" = (x+p)"x+ (x+)"y.



§ 1 Vollstdndige Induktion 7

Fiir den ersten Summanden der rechten Seite erhdlt man unter Benutzung der
Induktions-Voraussetzung

(x+y)"x = zn“ (Z)xrﬂrl—k k_ "il (Z)anrlfkyk.

k=0 k=0
Dabei haben wir verwendet, dass ( n_"H ) = 0. Fiir die Umformung des zweiten
Summanden verwenden wir die offensichtliche Regel
n+1

n
2 i1 = 2 ak
k=0 k=1
iiber die Indexverschiebung bei Summen.
< (7 k e+l o (on +1—k
n,, __ n— _ n+l1— .
orr= (e -3, e

Addiert man den Summanden ( _”1 )x”+ 130 = 0, erhilt man

n _"H n n+1—k_ k
)=, )
k=0

Insgesamt ergibt sich, wenn man noch (§) + (,”,) = ("‘Igl) benutzt (Hilfs-

satz),

n+l1 n n+1—k_ k i n +1—k_k
(x+y) = 2 0 )* Y+ 2 b1 X" 3%
k=0

k=0
n+1 1

= Z(}H_ )x"“’k)/‘, q.e.d.
s\ k

Fiir die ersten » lautet der binomische Lehrsatz ausgeschrieben
(x+2)°=1,
(x+»)'=x+y,
(x+y)? =x> 4+ 2xy+)2,
(x+)3 =34+ 3x%y 4302 +)73,
(x4+)* =x*+ 43y + 6x%72 +4ny® +)*, usw.

Die auftretenden Koeffizienten kann man im sog. Pascalschen Dreieck anord-
nen.



8 § 1 Vollstdndige Induktion

N
1 5 10 10 5 1

Aufgrund der Beziehung (}) = (Z:}) + (”;]) ist jede Zahl im Inneren des
Dreiecks die Summe der beiden unmittelbar {iber ihr stehenden.

Folgerungen aus dem binomischen Lehrsatz. Fiir alle n > 1 gilt
n n
k
> (1)=2" wnd X (=D(})=0.
k=0 k=0
Man erhilt dies, wenn man x =y = 1 bzw. x = 1,y = —1 setzt. Die erste dieser
Formeln lésst sich nach Satz 4 kombinatorisch interpretieren: Da (',Z) die An-

zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge angibt, besitzt
eine n-elementige Menge insgesamt 2” Teilmengen.

Satz 6 (geometrische Reihe). Fiir x # 1 und jede natiirliche Zahl n gilt
1— xn+1

zxk— .

Beweis durch vollstdndige Induktion nach n.

Induktions-Anfang n = 0.
L0+l

Zxk—l— i

Induknons—Schmt n—n+l.

n+1 1— n+1 1— (n+1)+1
_ +1 _ X +1 _ x
ZX Zx +xn lfx er” = 177)‘?, qed
AUFGABEN

1.1. Seien n, k natiirliche Zahlen mit » > k. Man beweise

() =2(%)



&1 Vollstdndige Induktion 9

1.2. Fiir eine reelle Zahl x und eine natiirliche Zahl £ werde definiert

()12) :_ﬁx—jﬂ :x(x—l).../.d. (x—k-i—l)?

Jj=1
insbesondere () = 1. Man beweise fiir alle reellen Zahlen x, y und alle natiirli-
chen Zahlen »

(7)=205)0)

1.3. Ersetzt man im Pascalschen Dreieck die Eintrédge durch kleine rechteckige
weilBle und schwarze Késtchen, je nachdem der entsprechende Binomial-Koef-

Bild 1.1 Pascalsches Dreieck modulo 2

fizient gerade oder ungerade ist, so entsteht eine interessante Figur, sieche Bild
1.1. Wir bezeichnen das Késtchen, das dem Binomial-Koeffizienten kY ent-
spricht, mit (k,£). In der Figur sind alle Kastchen (k, ¢) bis k = 63 dargestellt.
Man beweise dazu:
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a) (¥, ist ungerade fiir alle 0 < £ < 2" — 1, d.h. die Zeile mit k = 2" — 1 ist
vollstédndig schwarz.

b) ( ) ist gerade firalle 1 <£ <27 —1.
c) (2 f/) ist ungerade fir alle 0 < ¢ < 2" — 1.
d) Das Dreieck mit den Ecken (0,0), (2" —1,0), (2" —1,2" —1) geht durch Ver-
schiebung (k, ) + (2" 4k, £)in das Dreieck (2",0), (22" —1,0),(2%" —1,2" —
1) mit demselben Farbmuster iiber.
e) Das Dreieck mit den Ecken (0,0), (2" —1,0), (2" — 1,2" — 1) weist auBer-
dem eine Symmetrie bzgl. Drehungen um den Mittelpunkt mit Winkel 120
Grad und 240 Grad auf, genauer: Durch die Transformation

(k,0) — (2"=1—L,k—20), (0<e<kg2"—1)

geht das Dreieck unter Erhaltung des Farbmusters in sich iiber, d.h. die Bino-
mial-Koeffizienten

k 2"n—1—4¢
(0) = ()
sind entweder beide gerade oder beide ungerade.

1.4. In Analogie zur vorigen Aufgabe ersetze man im Pascalschen Dreieck
die Eintrdge durch Kistchen in den Farben rot, schwarz, griin nach folgender
Vorschrift: Man schreibe den Binomial-Koeffizienten (lg ) in der Form (12) =
3m + i mit einer ganzen Zahl m und i = 0, 1, 2. Fiir i = 0 sei die Farbe rot, fiir
i =1 schwarz und fiir i = 2 griin. Man betrachte die entstehenden Muster und
beweise die sich aufdringenden Vermutungen, z.B.

Der Binomial-Koeffizient ( ) ist durch 3 teilbar fiiralle 1 < ¢ <3"—1.

1.5. Man beweise die Summenformeln

Zkz M und zk3 n+l) )
6

1.6. Sei r eine natiirliche Zahl. Man zeige:
Es gibt rationale Zahlen a,1, ..., a,, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt

1 .
Zkr:mn’+l+arrnr+...+ar1n.
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1.7. Man beweise: Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt
i Lo, !
Sk(k+1) a4l

1.8. Man beweise: Fiir alle natiirlichen Zahlen N gilt

2N (_1)}171 _ i 1
i N+n

n=1 n

1.9. Sei n eine natiirliche Zahl. Wieviele Tripel (ki,k2,43) natiirlicher Zahlen
gibt es, die

ki+hk+ks=n

erfiillen?

1.10. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Lotto ,,6 aus 49 alle 6
gezogenen Zahlen gerade (bzw. alle ungerade) sind?

1.11. Es werde zufillig eine 7-stellige Zahl gewdhlt, wobei jede Zahl von
1000000 bis 9999999 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftrete. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle 7 Ziffern paarweise verschieden
sind?

1.12. Man zeige, dass nach dem Gregorianischen Kalender (d.h. Schaltjahr,
wenn die Jahreszahl durch 4 teilbar ist, mit Ausnahme der Jahre, die durch
100 aber nicht durch 400 teilbar sind) der 13. eines Monats im langjahrigen
Durchschnitt hdufiger auf einen Freitag fallt, als auf irgend einen anderen Wo-
chentag. Hinweis: Der Geburtstag von Gaul3, der 30. April 1777, war ein Mitt-
woch. (Diese Aufgabe ist weniger eine Ubung zur vollstindigen Induktion, als
eine Ubung im systematischen Abzéhlen.)
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§ 2 Die Korper-Axiome

Wir setzen in diesem Buch die reellen Zahlen als gegeben voraus. Um auf sicherem
Boden zu stehen, werden wir in diesem und den folgenden Paragraphen einige Axio-
me formulieren, aus denen sich alle Eigenschaften und Gesetze der reellen Zahlen
ableiten lassen.

In diesem Paragraphen behandeln wir die sogenannten Korper-Axiome, aus denen die
Rechenregeln fiir die vier Grundrechnungsarten folgen. Da diese Rechenregeln samt-
lich aus dem Schulunterricht geldufig sind, und dem Anfinger erfahrungsgemif Be-
weise selbstverstindlich erscheinender Aussagen Schwierigkeiten machen, kann die-
ser Paragraph bei der ersten Lektiire ibergangen werden.

Mit R sei die Menge aller reellen Zahlen bezeichnet. Auf R sind zwei Ver-
kniipfungen (Addition und Multiplikation)

+:RXR—>R7 (xay)Hx+y7
i RXR—R, (xy)

gegeben, die den sog. Kdrper-Axiomen geniigen. Diese bestehen aus den Axio-
men der Addition, der Multiplikation und dem Distributivgesetz, die wir der
Reihe nach besprechen.

I. Axiome der Addition

(A.1) Assoziativgesetz. Fiir alle x,y,z € R gilt
(x+3)+2=x+(v+2).

(A.2) Kommutativgesetz. Fiir alle x,y € R gilt
xXty=y+x.

(A.3) Existenz der Null. Es gibt eine Zahl 0 € R, so dass
x+0=x fiirallexecR.

(A.4) Existenz des Negativen. Zu jedem x € R existiert eine Zahl —x € R, so
dass

x+(—x)=0.
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Folgerungen aus den Axiomen der Addition

(2.1) Die Zahl 0 ist durch ihre Eigenschaft eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei 0’ € R ein weiteres Element mit x + 0’ = x fiir alle x € R. Dann
gilt insbesondere 0+ 0’ = 0. Andrerseits ist 0’ +0 = 0’ nach Axiom (A.3). Da
nach dem Kommutativgesetz (A.2) aber 0+ 0’ = 0’ +0, folgt 0 = 0/, q.e.d.

(2.2) Das Negative einer Zahl x € R ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei x’ eine reelle Zahl mit x +x’ = 0. Addition von —x von links auf
beiden Seiten der Gleichung ergibt (—x) + (x+x’) = (—x) +0. Nach den Axio-
men (A.1) und (A.3) folgt daraus

((=x) +x) +x' = —x.

Nach (A.2) und (A.4) ist (—x) +x =x+ (—x) =0, also
(—x)+x)+x' =0+x"=x+0=x.

Durch Vergleich erhilt man —x = x/, q.e.d.

(2.3) Es gilt —0 = 0.

Beweis. Nach (A.4) gilt 0+ (—0) = 0 und nach (A.3) ist 040 = 0. Da aber
das Negative von 0 eindeutig bestimmt ist, folgt —0 = 0.

Bezeichnung. Fiir x,y € R setzt manx —y :=x+ (—y).

(2.4) Die Gleichung a +x = b hat eine eindeutig bestimmte Losung, ndmlich

x=b—a.

Beweis. 1) Wir zeigen zunéchst, dass x = b — a die Gleichung 16st. Es ist

nédmlich
a+(b—a) = a+(b+(~a)) = a+((a) +b) = (a+(~a)) +b

=0+b=0b+0=0>, qed

Dabei wurden bei den Umformungen die Axiome (A.1) bis (A.4) benutzt.

il) Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit der Losung. Sei y irgend eine Zahl mit
a+y = b. Addition von —a auf beiden Seiten ergibt

(—a)+(a+y)=(—a)+b.

Die linke Seite der Gleichung ist gleich ((—a) +a) +y = 0+y =y, die rechte
Seite gleich b+ (—a) =b—a, d.h. es gilty = b —a, q.e.d.
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(2.5) Fiir jedes x € R gilt —(—x) = x.

Beweis. Nach Definition des Negativen von —x gilt (—x) + (—(—x)) = 0. And-
rerseits ist nach (A.2) und (A.4) auch (—x) +x =x+ (—x) = 0. Aus der Ein-
deutigkeit des Negativen folgt nun —(—x) = x.

(2.6) Fir alle x,y € R gilt —(x+y) = —x—y.

Beweis. Nach Definition des Negativen von x +y ist (x+y) 4+ (—(x+y)) = 0.
Addition von —x auf beiden Seiten der Gleichung liefert

y+(=(+y) = —x.
Andererseits hat die Gleichung y+z = —x fiir z die eindeutig bestimmte Losung
z=—x—y. Daraus folgt —(x+y) = —x—y, q.e.d.
I1. Axiome der Multiplikation
(M.1) Assoziativgesetz. Fiir alle x,y,z € R gilt
(xp)z =x(yz).
(M.2) Kommutativgesetz. Fiir alle x,y € R gilt
Xy =yx.
(M.3) Existenz der Eins. Es gibt ein Element 1 € R, 1 # 0, so dass
x-1=x fiirallexeR.

(M.4) Existenz des Inversen. Zu jedem x € R mit x # 0 gibt es ein x~' € R,
so dass

o l=1.
II1. Distributivgesetz
(D) Fiir alle x,y,z € R gilt x(y +z) = xp +xz.
Folgerungen aus den Axiomen II und III
(2.7) Die Eins ist durch ihre Eigenschaft eindeutig bestimmt.
(2.8) Das Inverse einer reellen Zahl x # 0 ist eindeutig bestimmt.

Die Aussagen (2.7) und (2.8) werden ganz analog den entsprechenden Aussa-
gen (2.1) und (2.2) fiir die Addition bewiesen, indem man iiberall die Addition
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durch die Multiplikation, die Null durch die Eins und das Negative durch das
Inverse ersetzt.

(2.9) Fiir alle a,b € R mit a # 0 hat die Gleichung ax = b eine eindeutig be-
b

stimmte Losung, ndmlichx =a~'b=: 2 =: b/a.
Beweis. i) x = a~'b 16st die Gleichung, denn
a(a'b)=(aa " )b=1-b=b-1=b.

i) Zur Eindeutigkeit. Sei y eine beliebige Zahl mit ay = b. Multiplikation der
Gleichung mit a~! von links ergibt a~! (ay) = a~'b. Die linke Seite der Glei-
chung kann man unter Anwendung der Axiome (M.1) bis (M.4) umformen
und erhilt a~! (ay) = y, woraus folgt y = a~ !5, q.e.d.

(2.10) Firr alle x,y,z € R gilt (x4 y)z = xz+ yz.
Beweis. Unter Benutzung von (M.2) und (D) erhalten wir

(x+y)z=z(x+y) =zx+zy=xz4+yz, q.e.d.

(2.11) Fiir allex € R giltx- 0 = 0.

Beweis. Da 0+ 0 = 0, folgt aus dem Distributivgesetz
x-0+x-0=x-(0+0)=x-0.

Subtraktion von x - 0 von beiden Seiten der Gleichung ergibt x-0 = 0.

(2.12) Fiir x,y € R gilt xy = 0 genau dann, wenn x = 0 oder y = 0.

(In Worten: Ein Produkt ist genau dann gleich null, wenn einer der Faktoren
null ist.)

Beweis. Wenn x = 0 oder y = 0, so folgt aus (2.11), dass xy = 0. Sei nun
umgekehrt vorausgesetzt, dass xy = 0. Falls x = 0, sind wir fertig. Falls aber
x # 0, folgt aus (2.9), dass y=x"1-0=0, q.e.d.

(2.13) Fiir alle x € R gilt —x = (—1)x.
Beweis. Unter Benutzung des Distributivgesetzes erhélt man
x+(=1)-x=1-x4+(-1)-x=(1-1)-x=0-x=0,

d.h. (—1)x ist ein Negatives von x. Wegen der Eindeutigkeit des Negativen
folgt die Behauptung.

(2.14) Fiir alle x,y € R gilt (—x)(—y) = xp.
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Beweis. Mit (2.13), sowie dem Kommutativ- und Assoziativgesetz erhilt man

(=) (=) = (=) (=1)y = (=) (=x)y = (=(=x))y.
Da —(—x) = x wegen (2.5), folgt die Behauptung.

(2.15) Fiir alle reellen Zahlen x # 0 gilt (x~!)~! =x.
(2.16) Fiir alle reellen Zahlen x # 0, y # 0 gilt (xy) ™! =x~1y~ L.

Die Regeln (2.15) und (2.16) sind die multiplikativen Analoga der Regeln (2.5)
und (2.6) und konnen auch analog bewiesen werden.

Allgemeines Assoziativgesetz

Die Addition von mehr als zwei Zahlen wird durch Klammerung auf die Ad-
dition von jeweils zwei Summanden zuriickgefiihrt:
xi+x2+x3+ .o 4x, = (e +x2) Fx3) +.0) X

Man beweist durch wiederholte Anwendung des Assoziativgesetzes (A.1), dass
jede andere Klammerung zum selben Resultat fithrt. Analoges gilt fiir das Pro-
dukt xixp - ... xp.

Allgemeines Kommutativgesetz
Sei (i1, i2,...,i,) eine Permutation (d.h. Umordnung) von (1,2,...,x). Dann
gilt

Xit+x2+... X=X +xip +...F X5,

X1X2“ oo Xy = Xj Xiy * o X, -

Dies folgt durch wiederholte Anwendung der Kommutativgesetze (A.2) bzw.
(M.2) sowie der Assoziativgesetze.

Aus dem allgemeinen Kommutativgesetz kann man folgende Regel fiir Dop-
pelsummen ableiten:

n m m n
S¥a=%Sa
i=1j=1 j=li=1

Denn nach Definition gilt

m m

i Z aijj = (z alj) + (ji az_;) +...+ (]2 anj)

i=1j=1 =1
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=(an+an+...+am)+...+(@n+tan+...+amm)
und

J

m n n n

zaij: (Zan) + (zan) +...+ (zaim>
=1i=1 i=1 i=1 i=1
=(an+an+...+an)+...+(am+am+...+am).

Es kommen also in beiden Fillen alle »m Summanden g;;, 1 < i < n,
1 < j < m, vor, nur in anderer Reihenfolge.

Allgemeines Distributivgesetz

Durch wiederholte Anwendung von (D) und Folgerung (2.10) beweist man

n

B)(E)-E 5w

i i=1j=1

i—
Potenzen

Ist x eine reelle Zahl, so werden die Potenzen x” fiir » € N durch Induktion wie
folgt definiert:
%0 =1, ¥ =¥y fiirallen >0.
(Man beachte, dass nach Definition auch 0° = 1.)
Ist x # 0, so definiert man negative Potenzen x~", (» > 0 ganz), durch
x = (.
Fiir die Potenzen gelten folgende Rechenregeln:
2.17) XX =X,
(2.18) (x")" =x"",
2.19) X"y = (xp)".
Dabei sind » und m beliebige ganze Zahlen und x,y reelle Zahlen, die # 0
vorauszusetzen sind, falls negative Exponenten vorkommen.

Wir beweisen als Beispiel die Aussage (2.19) und iiberlassen die anderen der
Leserin als Ubung.

a) Falls n > 0, verwenden wir vollstindige Induktion nach ». Der Induktions-
Anfang n = 0 ist trivial.
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Induktions-Schritt n — n+ 1. Unter Verwendung des Kommutativ- und Asso-
ziativgesetzes der Multiplikation erhdlt man

xn+l n+1

Y =2y =Xy = () "y = (xp)"

q.e.d.

b) Falls n < 0, ist m := —n > 0 und
xnyn _ xfmyfm _ (xfl)m(yfl)m.

Nach a) gilt (x~1)"(y~1)" = (x~'y~!)™, also unter Benutzung von (2.16)
Y=y = ()T = ) " = ()", ged

Bemerkung. Eine Menge K, zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:KxK—K, (x,y)—x+y,
T KxK—K, (x,y)—xy,

die den Axiomen I bis III geniigen, nennt man Kérper. In jedem Korper gelten
alle in diesem Paragraphen hergeleiteten Rechenregeln, da zu ihrem Beweis
nur die Axiome verwendet wurden.

Beispiele. R, Q (Menge der rationalen Zahlen), und C (Menge der komplexen
Zahlen, siehe § 13) bilden mit der iiblichen Addition und Multiplikation jeweils
einen Korper. Dagegen ist die Menge Z aller ganzen Zahlen kein Korper, da
das Axiom von der Existenz des Inversen verletzt ist (z.B. besitzt die Zahl
2 € Z in Z kein Inverses).

Ein merkwiirdiger Korper ist die Menge Fy = {0, 1} mit den Verkniipfungen

+10 1 <10 1
00 1 und 0/0 O
111 0 110 1

Die Korper-Axiome konnen hier durch direktes Nachpriifen aller Falle veri-
fiziert werden. [F, ist der kleinst-mdgliche Korper, denn jeder Korper muss
mindestens die Null und die Eins enthalten. In F, gilt 1 +1 = 0. Also kann
man die Aussage 1 + 1 # 0 nicht mithilfe der Korper-Axiome beweisen. Ins-
besondere kann man allein aufgrund der Korper-Axiome die natiirlichen Zah-
len noch nicht als Teilmenge der reellen Zahlen auffassen. Hierzu sind weitere
Axiome erforderlich, die wir im néchsten Paragraphen behandeln.
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AUFGABEN

2.1. Man zeige: Es gelten die folgenden Regeln fiir das Bruchrechnen
(a,b,c,deR,b#0,d#0):

a) %:2 genau dann, wenn ad = bc,
a ¢ ad+tbc

b) -+ —=

)b d bd

ya.c_ac

% d” bd’
4 ad

d) L =" fallsc #0.
d bC

2.2. Man beweise die Rechenregel (2.17) fiir Potenzen:
X' = X" (n,m € Z, x € R, wobei x # 0 falls n < 0 oder m < 0).

Anleitung. Man behandle zunéchst die Fille
1) nz20,m=0,
2) n>0undm=—kmit0 <k<n,

und fiithre den allgemeinen Fall auf (1) und (2) zuriick.

2.3. Seien ayy fiir i, k € N reelle Zahlen. Man zeige fiir alle n € N

n n—k n n—i
ZzazkuZalkf 2 Zam k-
i=0k= m=0k=

2.4.Es sei N := NU {0}, wobei oo ein nicht zu N gehoriges Symbol ist. Auf N
fithren wir zwei Verkniipfungen

NxN-N, (a,b) — a+b,
NxN-N, (a,b)—a-b,
wie folgt ein:

i) Fiir a, b € N sei a+ b bzw. a- b die libliche Addition bzw. Multiplikation
natiirlicher Zahlen.

iil) atoo=cota=oc firalleacN.
iii) 0-0o=c00.-0=0 und a-eo=occ-a=o fiiralleae N~ {0}.

Man zeige, dass diese Verkniipfungen auf N die Kérperaxiome (A.1), (A.2),
(A.3), (M.1), (M.2), (M.3) und (D), aber nicht (A.4) und (M.4) erfiillen.
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§ 3 Die Anordnungs-Axiome

In der Analysis ist das Rechnen mit Ungleichungen ebenso wichtig wie das Rechnen
mit Gleichungen. Das Rechnen mit Ungleichungen beruht auf den Anordnungs-Axi-
omen. Es stellt sich heraus, dass alles auf den Begriff des positiven Elements zuriick-
gefiihrt werden kann.

Anordnungs-Axiome. In R sind gewisse Elemente als positiv ausgezeichnet

(Schreibweise x > 0), so dass folgende Axiome erfiillt sind.

(0.1) Trichotomie. Fiir jedes x gilt genau eine der drei Beziehungen
x>0, x=0, —x>0.

(0.2) Abgeschlossenheit gegeniiber Addition.
x>0und y>0 = x+y>0.

(0.3) Abgeschlossenheit gegeniiber Multiplikation.
x>0und y>0 = xy>0.

Die Axiome (0.2) und (0.3) lassen sich zusammenfassend kurz so ausdriicken:
Summe und Produkt positiver Elemente sind wieder positiv.

Zur Notation. Wir haben hier in der Formulierung der Axiome den Implika-
tionspfeil benutzt. 4 = B bedeutet, dass die Aussage B aus der Aussage 4
folgt. Die Bezeichnung A4 <> B bedeutet, dass sowohl 4 = B als auch B = 4
gilt, also die Aussagen 4 und B logisch dquivalent sind. SchlieBlich heif}t die
Bezeichnung 4 :& B, dass die Aussage 4 durch die Aussage B definiert wird.

Definition (Grofler- und Kleiner-Relation). Fiir reelle Zahlen x, y definiert man

x>y = x—y>0,

x<y &= y>x,

x2y <= x>y oder x=y,
X<y <= x<yoder x=y.

Folgerungen aus den Axiomen

In den folgenden Aussagen sind x,y,z,a, b stets Elemente von R.
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(3.1) Fiir zwei Elemente x, y gilt genau eine der Relationen
x<y, x=y, y<x.

Dies folgt unmittelbar aus Axiom (O.1). Damit kann man das Maximum und
Minimum zweier reeller Zahlen definieren:

max(x,y) := {

x, fallsx >y,

y sonst,

x, fallsx < y,

min(x,y) = {

y sonst.

(3.2) Transitivitit der Kleiner-Relation

x<yund y<z = x<z
Beweis. Die Voraussetzungen bedeuten y —x > 0 und z —y > 0. Mit Axiom
(0.2) folgt daraus (y—x)+(z—y)=z—x>0,dh.x <z
(3.3) Translations-Invarianz

x<y = a+tx<a+ty
Dies folgt nach Definition daraus, dass (a+y) — (a+x) =y —x.
(3.4) Spiegelung

X<y <= —x>-y
Dies folgt aus y —x = (—x) — (—y).
Diese Aussagen unterstiitzen unsere anschauliche Vorstellung der reellen Zah-
lengeraden. Zeichnet man die Zahlengerade waagrecht, so denkt man sich die
positiven Zahlen rechts vom Nullpunkt, die negativen Zahlen links davon. Von
zwei Zahlen ist diejenige die groBere, die weiter rechts liegt. Addition einer
Zahl a entspricht einer Verschiebung (nach rechts, wenn a > 0, nach links,

wenn a < 0). Der Ubergang von x zu —x bedeutet eine Spiegelung am Null-
punkt; dabei werden die Rollen von rechts und links vertauscht.

Bild 3.1 Die Zahlengerade
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(Es ist natiirlich nur eine Konvention, dass die Zahlen in Richtung von links
nach rechts grofer werden; man hétte genauso gut die andere Richtung wihlen
konnen. Die iibliche Konvention erklért sich wohl aus der Schreibrichtung von
links nach rechts.)

BS) x<yund a<b = x+a<y+bd
Beweis. Mit (3.3) folgt aus den Voraussetzungen a+x < a+y und y+a <
y+ b. Wegen der Transitivitét ergibt sich daraus x+a <y +b.

(B6) x<yund a>0 = ax<ay
Kurz gesagt: Man darf eine Ungleichung mit einer positiven Zahl multiplizie-
ren.

Beweis. Da nach Voraussetzung y —x > 0 und a > 0, folgt aus Axiom (O.3),
dass a(y —x) = ay — ax > 0. Dies bedeutet aber nach Definition ax < ay.
B7 0<x<yund 0<a<b = ax<by

Beweis. Steht bei einer der beiden Voraussetzungen das Gleichheitszeichen, so
ist stets ax = 0 < by. Sei also 0 <x <yund 0 < a < b. Mit (3.6) folgt ax < ay
und ay < by, also aufgrund der Transitivitit ax < by.

B8 x<yund a<0 = ax>ay

Anders ausgedriickt: Multipliziert man eine Ungleichung mit einer negativen
Zahl, so verwandelt sich das Kleiner- in ein Grof3er-Zeichen.

Beweis. Da —a > 0 (nach (3.4)), erhdlt man mit (3.6) —ax < —ay. Die Be-
hauptung folgt durch nochmalige Anwendung von (3.4).

(3.9) Fiir jedes Element x # 0 ist x> > 0, insbesondere gilt 1 > 0.

Beweis. Ist x > 0, so folgt x> > 0 aus Axiom (0O.3); ist dagegen x < 0, so folgt
dies aus (3.8). Da 0 # 1 = 12, ergibt sich 1 > 0.

3B10) x>0 «— x'>0

Beweis. Da x~2 > 0 nach (3.9), ergibt sich die Implikation ‘=-> durch Multi-

plikation von x mit x~2 aus Axiom (O.3). Die Umkehrung ‘<=’ folgt aus ‘=,
angewendet auf x~!, da (x~ ')~ = x.

@B11) O0<x<y = x'>y!
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Beweis. Aus Axiom (0.3) folgt xy > 0, also nach (3.10) auch (xy) ' =x~"1y~! >
0. Nach (3.6) darf man die Ungleichung x < y mit x~'y~! multiplizieren und
erhélt
-1 _ —1.—1 -1, -1y _ .—1

y o =x(xTy ) <y(xy )=x", qed
Bemerkung. Ein Korper, in dem gewisse Elemente als positiv ausgezeichnet
sind, so dass die Axiome (0O.1), (0.2) und (0O.3) gelten, heifit angeordneter
Kérper. R und Q sind angeordnete Korper. Dagegen kann der Korper [F, nicht
angeordnet werden, denn in ihm gilt 1+ 1 = 0, was wegen (3.9) im Wider-
spruch zu Axiom (0O.2) steht. Ebenso besitzt der Korper der komplexen Zah-
len (den wir in §13 einfiihren), keine Anordnung, da in ihm 2 = —1, was der
Regel (3.9) widerspricht.

Die natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R

In jedem Korper gibt es die 0 und die 1. Um die weiteren natiirlichen Zahlen
zu erhalten, kann man versuchen, einfach sukzessive die 1 zu addieren, 2 :=
1+1, 3 :=2+1, 4 := 3+1, usw. Dass dies nicht ohne weiteres das Erwartete lie-
fert, sicht man am Korper [F,, in dem damit 2 = 0 ist, was unseren Vorstellun-
gen von den natiirlichen Zahlen widerspricht. Es stellt sich aber heraus, dass
aufgrund der Anordnungs-Axiome innerhalb des Korpers der reellen Zahlen
solche Pathologien nicht auftreten konnen.

Es sei A die kleinste Teilmenge von R mit folgenden Eigenschaften:

i) 0N,
i) xeN = x+1eN.

N besteht also genau aus den Zahlen, die sich aus der 0 durch sukzessive
Additionen von 1 erhalten lassen. Wir definieren eine Abbildung (Nachfolger-
Funktion)

VN — N, v(x):=x+1.
Um zu sehen, dass die Menge A aus den ‘richtigen’ natiirlichen Zahlen be-
steht, verifizieren wir die sog. Peano-Axiome. Nach Peano lassen sich die
natiirlichen Zahlen charakterisieren als eine Menge A’ mit einem ausgezeich-

neten Element 0 und einer Abbildung v : Al — A/, so dass folgende Axiome
erfiillt sind:
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(P.1) x £y = v(x) # v(p), d.h. zwei verschiedene Elemente von Al haben
auch verschiedene Nachfolger.

(P.2) 0¢ v(N), d.h. kein Element von A’ hat 0 als Nachfolger.
(P.3) (Induktions-Axiom)
Sei M C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:
1) 0eM,
i) xe M = v(x) e M.

Dann gilt M = N[

Fiir unsere Menge A C R ist (P.3) nach Definition erfiillt und (P.1) ist trivial,
denn in jedem Korper folgt aus x +1 =y + 1, dass x = y. Es bleibt also nur
noch (P.2) nachzupriifen. Dazu zeigen wir zunéchst

x>0 firallexe Al.

Beweis hierfiir. Wir definieren M := {x € A : x > 0}. Offenbar erfullt M die
Bedingungen i) und ii) von (P.3), also muss M = A sein, q.e.d.

Wire nun (P.2) falsch, so gibe es einx € AL mit 0 =v(x) =x+ 1, alsox = —1.
Nach (3.9) und (3.4) ist —1 < 0, im Widerspruch zu x > 0.

Somit sind alle Peano-Axiome erfiillt. Man kann zeigen, dass durch die Peano-
Axiome die natiirlichen Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt sind.
Wir werden deshalb A und N identifizieren.

Ubrigens enthilt das Peano-Axiom (P.3) das Prinzip der vollstandigen Induk-
tion. Denn sei 4(n) fiir jedes n € N eine Aussage. Wir definieren M als die
Menge aller n € N, fiir die 4(n) wahr ist. Dann bedeutet (P.3.i) den Induktions-
Anfang und (P.3.ii) den Induktions-Schritt. Sind beide erfiillt, so gilt M =N,
d.h. A(n) ist wahr fiir alle » € N.

Bemerkung. Die gemachten Uberlegungen zeigen, dass die natiirlichen Zahlen

in jedem angeordneten Korper enthalten sind.

Der Absolut-Betrag

Fiir eine reelle Zahl x wird ihr (Absolut-)Betrag definiert durch

| = x, fallsx>0,
T —x, fallsx <0,
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gesprochen x-Betrag oder x-absolut. Die Definition ist gleichwertig mit

|x| := max(x, —x).

Satz 1. Der Absolut-Betrag in R hat folgende Eigenschaften:
a) Esist|x| > 0 fiir alle x € R und
x| =0 <= x=0.
b) (Multiplikativitat)
|xv| = |x| - [y| fiir allex,y € R.
¢) (Dreiecks-Ungleichung)
|x+y| < |x|+|y| fiirallex,y € R.

Beweis. Die Eigenschaft a) folgt unmittelbar aus der Definition.
b) Die Aussage ist trivial fiir x,y > 0. Im allgemeinen Fall schreiben wir x =
+x0 und y = £y mit xp,)p > 0. Dann ist
byl = | £xoyol = [xoyo| = [xo| - ol = x| - [y, q.e.d.
¢) Dax < |x| und y < |y|, folgt aus (3.3) und (3.5), dass
x+y < x|+l
Ebenso ist wegen —x < |x| und —y < |y
—(x+y) =—x—y <[+
Zusammen genommen ergibt sich |x +y| < |x| + [y].

Bemerkung. Ein Korper K, auf dem eine Abbildung K — R, x +— |x|, definiert
ist, so dass die in Satz 1 genannten Eigenschaften a), b), ¢) erfiillt sind, heif3t
bewerteter Korper. Es gibt auch nicht angeordnete bewertete Korper, wie den
Korper der komplexen Zahlen, den wir in §13 untersuchen werden (dort erklért
sich auch der Name Dreiecks-Ungleichung). Bei der folgenden Ableitung wei-
terer Eigenschaften des Absolut-Betrages verwenden wir nur die Regeln a) bis
¢); sie sind damit in jedem bewerteten Korper giiltig.

(3.12) Setzt man in b) x = y = 1, erhélt man |1| = |1]||1|, woraus folgt [1| = 1.
Fiir x = y = —1 ergibt sich |~1|> = |1| = 1, also | 1| = 1 wegen a). Daraus
folgt

|—x| =|x| fiirallex.
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(3.13) Fiir alle x,y € R mit y # 0 gilt
=5

yio

Beweis. Weil x = i -y, folgt aus der Multiplikativitit des Betrages |x| :"y—“ Ayl
Bringt man |y| auf die andere Seite (d.h. multipliziert man die Gleichung mit
ﬁ), erhilt man die Behauptung.

(3.14) Fiir alle x,y € R gilt

=yl =|x|=ly[ und ety > [x]—[y].
Beweis. Aus x = (x —y) +y erhélt man mit der Dreiecks-Ungleichung
|x| < |x —y| + |y|. Addition von —|y| auf beiden Seiten ergibt die erste Un-
gleichung. Ersetzt man y durch —y, folgt daraus die zweite.
Das Archimedische Axiom
Wir benétigen noch ein weiteres sich auf die Anordnung beziehendes Axiom:

(Arch) Zu je zwei reellen Zahlen x,y > 0 existiert eine natiirliche Zahl » mit
nx > y.

Archimedes hat dieses Axiom im Rahmen der Geometrie formuliert: Hat man
zwei Strecken auf einer Geraden, so kann man, wenn man die kleinere von
beiden nur oft genug abtrigt, die groBere iibertreffen, siche dazu Bild 3.2.

Bild 3.2 Zum Archimedischen Axiom

Bemerkung. Ein angeordneter Korper, in dem das Archimedische Axiom gilt,
heif3t archimedisch angeordnet. R und Q sind archimedisch angeordnete Kor-
per. Es gibt aber angeordnete Korper, in denen das Archimedische Axiom nicht
gilt (siehe z.B. [H]). Also ist das Archimedische Axiom von den bisherigen
Axiomen unabhéngig.

Folgerungen aus dem Archimedischen Axiom

(3.15) Zu jeder reellen Zahl x gibt es natiirliche Zahlen »; und n,, so dass
n; > x und —my < x. Daraus folgt: Zu jedem x € R gibt es eine eindeutig



3 Die Anordnungs-Axiome 27
§ g

bestimmte ganze Zahl n € Z mit
n<x<n+1.

Diese ganze Zahl wird mit |x| oder floor(x) bezeichnet. Statt | x| ist auch die
Bezeichnung [x] tiblich (GauB-Klammer).

Ebenso existiert eine eindeutig bestimmte ganze Zahl m € Z mit
m—1<x<m,

welche mit [x] oder ceil(x) bezeichnet wird (von engl. ceiling = Decke).

(3.16) Zu jedem € > 0 existiert eine natiirliche Zahl » > 0 mit

1
- <E.
n

Beweis. Nach (3.15) existiert ein » mit n > 1/e. Mit (3.11) folgt daraus
I/n<e.
Satz 2 (Bernoullische Ungleichung). Sei x > —1. Dann gilt

(14+x)">1+nx firalleneN.

Beweis durch vollstindige Induktion nach 7.
Induktions-Anfang n = 0. Trivialerweise ist (14+x)° =1> 1.
Induktions-Schritt n — n+ 1. Da 14+x > 0, folgt durch Multiplikation der
Induktions-Voraussetzung (1+4x)"” > 1+ nx mit 1 +x
(14x)"" > (14nx)(14x)
=14+ n+x+n? >1+(n+1)x, qed.

Satz 3 (Wachstum von Potenzen). Sei b eine positive reelle Zahl.

a) Ist b > 1, so gibt es zu jedem K € R einn € N, so dass
b">K.

b) Ist 0 < b < 1, so gibt es zu jedem € > 0 ein n € N, so dass
b <e.
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Beweis. a) Sei x := b — 1. Nach Voraussetzung ist x > 0. Die Bernoullische
Ungleichung sagt

b"=(14x)">14nx.
Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein #» € N mit nx > K — 1. Fiir dieses
nist dann b” > K.

b) Da by :=1/b > 1, gibt es nach Teil a) zu K := 1/€ ein n mit b} > 1/e. Mit
(3.11) folgt " < €, q.e.d.

AUFGABEN

3.1. Man zeige n”> < 2" fiir jede natiirliche Zahl n # 3.
3.2. Man zeige 2" < n! fiir jede natiirliche Zahl n > 4.

3.3. Man beweise: Fiir jede natiirliche Zahl » > 1 gelten die folgenden Aussa-
gen:
a) <”>i<l firalle k € N
k)nk = k! ’
21

b) (1+%)"<k§ﬁ<3,

o ()<l

3.4. Man beweise mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes: Fiir jede reelle Zahl
x > 0 und jede natiirliche Zahl n > 2 gilt
2

(1+x)"> L2,
4
3.5. Man zeige: Fiir alle reellen Zahlen x,y gilt
max(x,y) = 3(x+y+x—y)), min(x,y) = 3(r+y—|x—y).

3.6. Man beweise folgende Regeln fiir die Funktionen floor und ceil:
a) [x]=—|—x] furallexeR.

b) [x]=|x]+1 firallexeR\Z.

¢) [n/kl=|(n+k—1)/k| furallenkecZ mitk>1.
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8 4 Folgen, Grenzwerte

Wir kommen jetzt zu einem der zentralen Begriffe der Analysis, dem des Grenzwerts
einer Folge. Seine Bedeutung beruht darauf, dass viele GroBen nicht durch einen in
endlich vielen Schritten exakt berechenbaren Ausdruck gegeben, sondern nur mit be-
liebiger Genauigkeit approximiert werden kénnen. Eine Zahl mit beliebiger Genauig-
keit approximieren heif}t, sie als Grenzwert einer Folge darstellen. Dies werden wir
jetzt prézisieren.

Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbildung N — R. Jedem
n € N ist also ein a, € R zugeordnet. Man schreibt hierfiir

(a,,)neN oder (ao,al,az,cg,...)

oder kurz (a,). Etwas allgemeiner kann man als Indexmenge statt N die Menge
{n € Z :n >k} aller ganzen Zahlen, die groBer-gleich einer vorgegebenen
ganzen Zahl k sind, zulassen. So erhélt man Folgen

(a,,),@k oder (ak,ak_,_] y Q42 )
Beispiele
(4.1) Sei a, = a fiir alle n € N. Man erhélt die konstante Folge
(a,a,a,a,...).
4.2) Seia, = %, n > 1. Dies ergibt die Folge
(17%7%7%7 )
(4.3) Fiir a, = (—1)" ist
(an)nen = (+1,—1,+1,—1,+1,...).

n
4.4 ( ) =(0,1,23.4 ).
@H Gt ) = O3 05 )

n _(pll13135
(4'5) (?)nGNi( 7§a§7§:17§7"')'
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(4.6) Sei fo:=0, f1 :=1und f, := f,—1 + f—2. Dadurch wird rekursiv die
Folge der Fibonacci-Zahlen definiert:

(fu)nen = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

(4.7) Fiir jede reelle Zahl x hat man die Folge ihrer Potenzen:

(xn)neN = (17x7x27x37x47 cee ) .
Definition. Sei (a,),cn eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heilit konvergent
gegen a € R, falls gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass
|an—al <€ furallen > N.

Man beachte, dass die Zahl N von € abhingt. Im Allgemeinen wird man N
umso grofler wihlen miissen, je kleiner € ist.

Konvergiert (a,) gegen a, so nennt man a den Grenzwert oder den Limes der
Folge und schreibt

lima, =a oderkurz lima,=a.

n—o0

Auch die Schreibweise
a,—a firn— oo
(gelesen: a, strebt gegen a fiir n gegen unendlich) ist gebrauchlich.

Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, nennt man Nullfolge.

Geometrische Deutung der Konvergenz. Fiir € > 0 versteht man unter der
e-Umgebung von a € R die Menge aller Punkte der Zahlengeraden, die von a
einen Abstand kleiner als € haben. Dies ist das Intervall

la—e,a+e[:={xeR:a—e<x<a+e}.
(Die nach auBen gedffneten Klammern deuten an, dass die Endpunkte nicht

zum Intervall gehoren.)

R

I
| L
a—¢g a a+e

Bild 4.1 e-Umgebung
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Die Konvergenz-Bedingung ldsst sich nun so formulieren: Zu jedem € > 0
existiert ein N, so dass

an€la—¢,a+eg[ furallen>N.

Die Folge (a,) konvergiert also genau dann gegen a, wenn in jeder noch so
kleinen e-Umgebung von a fast alle Glieder der Folge liegen. Dabei bedeutet
,fast alle”: alle bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen.

| | §| T r\
I I J I \HMHH\ I L\

a—¢ a a-+¢e

Bild 4.2 Konvergenz

Definition. Eine Folge (a,), die nicht konvergiert, heifit divergent.

Behandlung der Beispiele

Wir untersuchen jetzt die eingangs gebrachten Beispiele von Folgen auf Kon-
vergenz bzw. Divergenz.

(4.1) Die konstante Folge (a,a,a, . ..) konvergiert trivialerweise gegen a.

“4.2) nlgt;% =0, die Folge (1/n),>1 ist also eine Nullfolge. Denn sei € > 0

vorgegeben. Nach dem Archimedischen Axiom gibtes ein N € Nmit N > 1/e.
Damit ist

1 1
‘770‘ =-<g¢ firallen>N.
n n
Ubrigens kann man sich iiberlegen, dass die Tatsache, dass (1/7),>1 eine Null-
folge ist, sogar dquivalent mit dem Archimedischen Axiom ist.
(4.3) Die Folge a, = (—1)", n € N, divergiert.

Beweis. Angenommen, die Folge (a,) konvergiert gegen cine reelle Zahl a.
Dann gibt es nach Definition zu € := 1 ein N € N mit

|ay—al <1 firallen>N.

Fiir alle » > N gilt dann nach der Dreiecks-Ungleichung
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2 = |apt1 —an| = [(ant1 —a) + (a—ay)|
< laws1 —al +lan —al
<141=2.

Es ergibt sich also der Widerspruch 2 < 2, d.h. die Folge kann nicht gegen a
konvergieren.

(4.4) lim % = 1. Zu e > 0 wihlen wir ein N € N mit N > 1/e. Damit ist
n—eo p

1
‘ " —1’:—<E firallen > N.
n+1 n+1

..n
4.5) r}grolo = 0.
Bewetis. Fiir alle n > 3 gilt n* < 2", wie man durch vollstindige Induktion
beweist (vgl. Aufgabe 3.1). Daraus folgt

n n 1

2—n < 1, also 2_11 < ; .

Sei € > 0 vorgegeben und N > max(3,1/€). Dann ist

1
=_—<—<¢ firallen>N, q.e.d
2" T n

2n

n ’ n

Bevor wir die nidchsten Beispiele behandeln, fiihren wir noch einen weiteren
wichtigen Begriff ein.

Definition (Beschrinktheit von Folgen). Eine Folge (ay)qen reeller Zahlen
heiflt nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es eine Konstante K € R
gibt, so dass

a, <K furallen e N (bzw. a, > K fiirallen € N).

Die Folge (ay,) heifit beschréinkt, wenn es eine reelle Konstante M > 0 gibt, so
dass

la,) < M firallen.
Bemerkung. Eine Folge (a,) reeller Zahlen ist genau dann beschrinkt, wenn
sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist.

Satz 1. Jede konvergente Folge (a,)nen ist beschrdnkt.
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Beweis. Sei lima, = a. Dann gibt es ein N € N, so dass
|ay—al <1 firallen>N.

Daraus folgt
lay| < |a| +|an—a| < |a|+1 firn>N.

Wir setzen M := max(|agl, |ai|,...,|an—1|,|a| +1). Damit gilt
lay| < M firallene N, q.e.d.

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 1 gilt nicht. Z.B. ist die Folge a, =
(=1)", n € N, beschrénkt, aber nicht konvergent.

Wir fahren jetzt mit der Behandlung der Beispiele fort.

(4.6) Die Folge (f,,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,...) der Fibonacci-Zahlen diver-
giert. Denn man zeigt leicht durch vollstindige Induktion, dass f,, 1 > n fiir
alle n > 0. Die Folge ist also nicht beschrinkt und kann deshalb nach Satz 1
nicht konvergieren.

Zu den Fibonacci-Zahlen siehe auch Aufgaben 4.2 und 6.6.

(4.7) Das Konvergenzverhalten der Folge (x"),cn hédngt vom Wert von x ab.
Wir unterscheiden vier Fille.

1. Fall. Fir |x| < 1 gilt lim x" = 0.

Nn—oo
Beweis. Nach §3, Satz 3 b), existiert zu vorgegebenem € > 0 ein N € N mit
[x[V < €. Damit ist

W' =0 = x" < |x|N <& firallen>N.

2. Fall. Fir x = 1 ist x” = 1 fiir alle n, also lim x" = 1.
n—oo

3. Fall. x = —1. Nach Beispiel (4.3) divergiert die Folge ((—1)"),en.

4. Fall. Fiir |x| > 1 divergiert die Folge (x”). Denn aus §3, Satz 3 a), ergibt sich,
dass die Folge (x"") unbeschrénkt ist.

Satz 2 (Eindeutigkeit des Limes). Die Folge (ay) konvergiere sowohl gegen a
als auch gegen b. Dann ist a = b.

Bemerkung. Satz 2 macht die Schreibweise lim a,, = a erst sinnvoll.

n—oo
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Beweis. Angenommen, es wire a # b. Setze € := |a— b|/2. Dann gibt es nach
Voraussetzung natiirliche Zahlen N; und N, mit

|ap—a| <efirn>N; und |a,—b|<efirn>N;.

Fiir n:= max (N, M) gilt dann sowohl |a, — a| < € als auch |a,, — b| < €. Daraus
folgt mit der Dreiecks-Ungleichung

la—b| < |a—ay|+|a,— b < 2e =|a—b],

also der Widerspruch |a — b| < |a — b|. Es muss also doch a = b sein.

Héufig benutzt man bei der Untersuchung der Konvergenz von Folgen nicht
direkt die Definition, sondern fiihrt die Konvergenz nach gewissen Regeln auf
schon bekannte Folgen zuriick. Dazu dienen die néchsten Sitze.

Satz 3 (Summe und Produkt konvergenter Folgen). Seien (an)nen und (by)nen
zwei konvergente Folgen reeller Zahlen. Dann konvergieren auch die Summen-
Jolge (ay + bp)nen und die Produktfolge (anby)nen und es gilt

lim (a,+b,) = (lim a,) + (lim b,,),
n—oo n—o0 n—o0
Jim () = (Jim a) - (fim b
Beweis. Wir bezeichnen die Limites der gegebenen Folgen mit
a:=lima, und b:=limb,.
n—oo N—so0
a) Zunichst zur Summenfolge! Es ist zu zeigen
lim (a, +b,) =a+b.
n—oo

Sei € > 0 vorgegeben. Dann ist auch £/2 > 0, es gibt also wegen der Konver-
genz der Folgen (a,) und (b,) Zahlen Ny, N, € N mit

€ €
lan —al < 3 firn>N, und |b,—b|< 2 firn>N,.
Dann gilt fiir alle 7 > N := max (N}, N2)
22 7
Damit ist die Konvergenz der Summenfolge bewiesen.

[(an+bn) — (a+b)| < |ay—al|+|by—b| <

b) Wir zeigen jetzt lim,—,.(anby,) = ab.
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Nach Satz 1 ist die Folge (a,) beschrinkt, es gibt also eine reelle Konstante
K > 0, so dass |a,| < K fiir alle n. Wir kénnen auBerdem (nach evtl. VergroBe-
rung von K) annehmen, dass |b| < K. Sei wieder € > 0 vorgegeben. Da auch
>z > 0, gibt es Zahlen M, M; € N mit

€ €
|an—a\<ﬁﬁirn>Ml und |bn—b|<ﬁﬁirn>M2.
Fiir alle n > M := max(Mj, M) gilt dann

|anby — ab| = |anby, — ayb + ayb — ab|
= |an(by—b) + (a, — a)b|
< |an||bn — b] + |an — a |b]
€ €
Daraus folgt die Konvergenz der Produktfolge.

Bemerkung. Der hier zur Abschétzung von |a,b, — ab| angewandte Trick, einen
scheinbar nutzlosen Summanden 0 = —a, b+ a,,b einzufiigen, wird in der Ana-
lysis in dhnlicher Form 6fter benutzt.

Corollar (Linearkombination konvergenter Folgen). Seien (ay,) nen und (bp)nen
zwei konvergente Folgen reeller Zahlen und A,y € R. Dann konvergiert auch
die Folge (Aay, + uby)nen und es gilt

lim (Aa, + pb,) = A lim a, + p lim b,, .
n—soo n—oo N—oo

Dies ergibt sich aus Satz 3, da man die Folge (Aay,)qen als Produkt der kon-
stanten Folge (A) mit der Folge (a,,) auffassen kann, und analog fiir (ub,,).

Beispielsweise erhdlt man fiir A = 1, u = —1 insbesondere folgende Aussage:
Zwei konvergente Folgen (a,) und (b,) haben genau dann denselben Grenz-
wert, wenn die Differenzfolge (a, — b,) eine Nullfolge ist.

Satz 4 (Quotient konvergenter Folgen). Seien (ay,),en und (by)nen zwei kon-
vergente Folgen reeller Zahlen mit limb, =: b # 0. Dann gibt es ein ny € N, so
dass b, # 0 fiir alle n > ny und die Quotientenfolge (an/by)n>n, konvergiert.
Fiir ihren Grenzwert gilt

i a, lima,
im-— = - .
n—o b,  limb,
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Beweis. Wir behandeln zunéchst den Spezialfall, dass (a,,) die konstante Folge
a,=1ist. Dab #£0,ist |b|/2 > 0, es gibt also ein ny € N mit
b
|bn —b| < |2—‘ fiir alle n > ny.

Daraus folgt |b,| > |b|/2, insbesondere b, # 0 fiir n > ny. Zu vorgegebenem
€ > 0 gibtes ein N] € N, so dass

b2
|bp— 0] < % fur alle n > Nj.

Dann gilt fiir n > N := max(ng, N1 )

11 1 2 elb?
S b—b i bt
A TR

Damit ist lim(1/b,) = 1/b gezeigt. Der allgemeine Fall folgt mit Satz 3 aus
diesem Spezialfall, da sich der Quotient a,,/b,, als Produkt a, - (1/b,) schreiben
lasst.

(4.8) Wir betrachten als Beispiel die Folge

3n*+13n
ay = ﬁ, eN.
. 3413 .
Fiir n > 0 kann man schreiben a, = 1;2/’21 Da lim(1/n) = 0, folgt aus Satz
—2/n

3, dass lim(1/n?) = 0. Aus dem Corollar zu Satz 3 folgt nun
13 2
lim(3+—)=3, und lim(l-—)=1.
n n

Mit Satz 4 erhilt man schlie8lich

. 32+132 lim(3+15) 3
lim — =— =7=3.
n—ee  pt—2 lim(1--5) 1

Satz 5 (GroBenvergleich konvergenter Folgen). Seien (ay,) und (by) zwei kon-
vergente Folgen reeller Zahlen mit a, < by, fiir alle n. Dann gilt auch

lim a, < lim b,,.
n—oo

n—oo

Vorsicht! Wenn a, < b, fiir alle n, dann ist nicht notwendig lima, < limb,,
wie man an dem Beispiel der Folgen a, = 0 und b, = %, (n > 1), sieht, die
beide gegen 0 konvergieren.
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Beweis. Durch Ubergang zur Differenzenfolge (b, —a,) geniigt es nach dem
Corollar zu Satz 3, folgendes zu beweisen: Ist (¢,) eine konvergente Folge mit
¢p 2 0 fiir alle n, so gilt auch limc, > 0.

Hierfiir geben wir einen Widerspruchsbeweis. Wire dies nicht der Fall, so
hitten wir

lim ¢, = —€ miteineme >0

N—so0
und es gibe ein N € N mit |c, — (—¢€)| < € fiir alle » > N, woraus der Wider-
spruch ¢, < 0 fiir n > N folgen wiirde.

Corollar. Seien A < B reelle Zahlen und (ay) eine konvergente Folge mit A <
ay < B fiir alle n. Dann gilt auch

A< lima, <B.

n—oo

Unendliche Reihen

Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen. Daraus entsteht eine (unendliche) Reihe,
indem man, grob gesprochen, die Folgenglieder durch ein Pluszeichen verbin-
det:

acta+a+az+as+...

Dies lésst sich so prézisieren: Fiir jedes m € N betrachte man die sog. Partial-
summe

m
Sm 1= Zan:a0+a1+a2+...+am4
n=0

Die Folge (s,)men der Partialsummen heiBt (unendliche) Reihe mit den Glie-
dern a, und wird mit Y, a, bezeichnet. Konvergiert die Folge (s,)men der
Partialsummen, so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit 3" ;a, bezeichnet und
heift dann Summe der Reihe.

Das Symbol Z a, bedeutet also zweierlei:
n=0

m
i) Die Folge (Z an) der Partialsummen.
=0 meN

m
ii) Im Falle der Konvergenz den Grenzwert lim 2 a,.
m*mn*O
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Entsprechend sind natiirlich Reihen ¥, a,, definiert, bei denen die Indexmen-
ge nicht bei 0 beginnt.

Ubrigens lasst sich jede Folge (¢n)nen auch als Reihe darstellen, denn es gilt

n
cpn=co+ Z(ck—ck,l) fiir alle n € N.
k=1
Eine solche Darstellung, in der sich zwei aufeinander folgende Terme immer
zur Hélfte wegkiirzen, nennt man auch Teleskop-Summe.
(4.9) Beispiel. Mit ¢, := # ist co = 0 und
k k=1 1

Tkt k k(k+1)

Deshalb gilt 37 7y = 5ty und

Ck — Ck—1

Satz 6 (Unendliche geometrische Reihe). Die Reihe Y, _,x" konvergiert fiir
alle |x| < 1 mit dem Grenzwert

it 1
X" =
7;)

1—x

Beweis. Fiir die Partialsummen gilt nach §1, Satz 6

n 1— n+1
k X

Sp = ZX :71

k=0

—X

Nach Beispiel (4.7) ist y}ij;x”“ =0, also lims,, = ﬁ, q.e.d.

(4.10) Beispiele. Fiir x = i% erhidlt man die beiden Formeln

1+1+1+1+i+ -,
2 4 8 16 7 1-1/2 7
11 1 1 1 2
l—c4-—c+—F... = =

274 816 1412 3
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Satz 7 (Linearkombination konvergenter Reihen). Seien
2 a, und 2 b,
n=0 n=0

zwei konvergente Reihen reeller Zahlen und A, u € R. Dann konvergiert auch
die Reihe Y7 (Aay + pby,) und es gilt

o

Z(kan—l—,ub,,)zkz‘an—&—,qun.
n=0 n=0

n=0

Dies ergibt sich sofort, wenn man das Corollar zu Satz 3 auf die Partialsummen
anwendet.

Bemerkung. Mit den Begriffen aus der Linearen Algebra ldsst sich Satz 7 ab-
strakt so interpretieren: Die konvergenten Reihen bilden einen Vektorraum
iiber dem Korper R, und die Abbildung, die einer konvergenten Reihe ihre
Summe zuordnet, ist eine Linearform auf diesem Vektorraum.

Bei konvergenten Folgen hatten wir auch eine einfache Aussage iiber Produkte.
Im Gegensatz dazu sind die Verhéltnisse bei Produkten konvergenter Reihen
viel komplizierter. Wir werden uns damit in §8 beschéftigen.

(4.11) Unendliche Dezimalbriiche sind spezielle Reihen. Wir betrachten hier
als Beispiel den periodischen Dezimalbruch

x:=0.08636363,

wobei die Uberstreichung von 63 andeuten soll, dass sich diese Zifferngruppe
unendlich oft wiederholt. Dies bedeutet, dass x den folgenden Wert hat:

8 n 63 L 63 . 8 +i 63
X=—t—+—+...= — —_—.
100 10* 100 100 4~ 104+2k
Nach den Sétzen 6 und 7 ist
> 63 63 & o 63 1 63
s 10 - P
,Z;) 104+2k 104 kg(‘)( ) 104 1—10"2 9900’

also
_ 8 63 85 _19
Y7700 79900 9900  220°

Im néchsten Paragraphen werden wir uns systematischer mit unendlichen De-
zimalbriichen beschiftigen.
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Bestimmte Divergenz gegen too

Definition. Eine Folge (ay),cn reeller Zahlen heilit bestimmt divergent gegen
o0, wenn zu jedem K € R ein N € N existiert, so dass

a,>K firallen>N.
Die Folge (ay,) heifit bestimmt divergent gegen —eo, wenn die Folge (—ay)
bestimmt gegen oo divergiert.
Divergiert (a,) bestimmt gegen +oo (bzw. —eo), so schreibt man

lim a, = oo, (bzw. nli_rgan = —c0).

n—o0

Statt bestimmt divergent sagt man auch uneigentlich konvergent.
Beispiele

(4.12) Die Folge a,, = n, n € N, divergiert bestimmt gegen +oo.
(4.13) Die Folge a,, = —2", n € N, divergiert bestimmt gegen —oo.

(4.14) Die Folge a, = (—1)"n, n € N, divergiert. Sie divergiert jedoch weder
bestimmt gegen oo noch bestimmt gegen —eoo.

Bemerkungen. a) Wie aus der Definition unmittelbar folgt, ist eine Folge, die
bestimmt gegen +oo (bzw. —eo) divergiert, nicht nach oben (bzw. nicht nach
unten) beschriankt. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie Beispiel (4.14) zeigt.

b) +o0 und —eo sind Symbole, deren Bedeutung durch die Definition der be-
stimmten Divergenz genau festgelegt ist. Sie lassen sich nicht als reelle Zahlen
auffassen, sonst ergiben sich Widerspriiche. Sei etwa a, := n, b, :== 1 und
¢y = a,+b, =n+ 1. Dann ist lima,, = oo, limb,, = 1 und limc,, = . Konn-
te man mit o so rechnen wie mit reellen Zahlen, wiirde nach Satz 3 gelten
oo 4 1 = co. Nach (2.4) besitzt die Gleichung a + x = a die eindeutige Losung
x = 0. Man erhielte damit den Widerspruch 1 = 0.

Es ist jedoch fir manche Zwecke niitzlich, die sog. erweiterte Zahlengerade
R :=RU {00, —co} einzufiihren und

—oo < x < 4o fiirallex € R

zu definieren.

Die néchsten beiden Sitze stellen eine Beziehung zwischen der bestimmten
Divergenz gegen +e- und der Konvergenz gegen 0O her.
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Satz 8 (Reziprokes einer bestimmt divergenten Folge). Die Folge (a,)nen sei
bestimmt divergent gegen +oo oder —eo. Dann gibt es ein ny € N, so dass a,, # 0
fiir alle n > ny, und es gilt

1
lim — =0.
n—eo qp

Beweis. Sei lima, = +eo. Dann gibt es nach Definition zur Schranke K = 0
ein ng € N mit a, > 0 fiir alle n > ny. Insbesondere ist a,, # 0 fiir n > ny.

Wir zeigen jetzt lim(1/a,) = 0. Sei € > 0 vorgegeben. Da lima, = oo, gibt es
ein N € N mit a, > 1/e fiir alle n > N. Daraus folgt 1/a, < € fir alle n > N,
g.e.d.

Der Fall lima,, = —co wird durch Ubergang zur Folge (—a,) bewiesen.
Satz 9 (Reziprokes einer Nullfolge). Sei (a)nen eine Nullfolge mit a, > 0 fiir

alle n (bzw. a, < 0 fiir alle n). Dann divergiert die Folge (1/ayn)nen bestimmt
gegen +oo (bzw. gegen —oo).

Beweis. Wir behandeln nur den Fall einer positiven Nullfolge. Sei K > 0 eine
vorgegebene Schranke. Wegen lima, = 0 gibt es ein N € N, so dass

1
|t <e=g firallen > N.

Alsoist 1 /a, =1/|a,| > K furalle n > N, d.h. lim(1/a,) = .

n
(4.15) Beispielsweise ist lim — = oo, wie aus (4.5) folgt.
n—oo n

AUFGABEN

4.1. Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (a,)qen sei wie folgt rekursiv
definiert:

ap:=a, a;:=D>h, a,,::%(an,1+an,z) firn>2.

Man beweise, dass die Folge (a,),en konvergiert und bestimme ihren Grenz-
wert.

4.2. a) Fiir die in (4.6) definierten Fibonacci-Zahlen beweise man

Foitfuot —fE=(—1)" furallen>1.
Jnt1Sn-1

n

b) Man zeige lim =1.
Nn—o0
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o 1
4.3. Man berechne die Summe der Reihe 2 w1
n2 —

n=1
4.4. Man berechne das unendliche Produkt
ﬁ =1
m+1’

n=2

m
d.h. den Limes der Folge p,, := m=l >2.
n

1
3 s
— +1

4.5. a) Es sei (ay,)nen eine Folge, die gegen ein a € R konvergiere. Man bewei-
se, dass dann die Folge (b,),cn, definiert durch

1
b, = P (ap+ay+...+a,) firalleneN
ebenfalls gegen a konvergiert.
b) Man gebe ein Beispiel einer nicht konvergenten Folge (ay,),en an, bei dem
die wie in a) definierte Folge (b,,) konvergiert.

4.6. Man beweise: Fiir jede reelle Zahl b > 1 und jede natiirliche Zahl £ gilt

4.7. Seien (ap)nen und (by)nen Folgen reeller Zahlen mit lima, = e und
limb, =: b € R. Man beweise:

a) lim(ay, + by,) = .

b) Ist b > 0, so gilt lim (a,b,) = oo; ist b < 0, so gilt lim (a,b,,) = —oo.
4.8. Man gebe Beispiele reeller Zahlenfolgen (ay)nen und (b,) nen mitlima, =
oo und lim b, = 0 an, so dass jeder der folgenden Fille eintritt:

a) lim (a,b;,) = H-oo.

b) lim(a,by,) = —co.

¢) lim(anby,) = ¢, wobei ¢ eine beliebig vorgegebene reelle Zahl ist.

d) Die Folge (anbn)nen ist beschrinkt, aber nicht konvergent.
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§ 5 Das Vollstindigkeits-Axiom

Mithilfe der bisher behandelten Axiome ldsst sich nicht die Existenz von Irrational-
zahlen beweisen, denn all diese Axiome gelten auch im Korper der rationalen Zahlen.
Bekanntlich gibt es (was schon die alten Griechen wussten) keine rationale Zahl, deren
Quadrat gleich 2 ist. Also ldsst sich mit den bisherigen Axiomen nicht beweisen, dass
eine Quadratwurzel aus 2 existiert. Es ist ein weiteres Axiom notig, das sogenannte
Vollstéandigkeits-Axiom. Aus diesem folgt unter anderem, dass jeder unendliche De-
zimalbruch (ob periodisch oder nicht) gegen eine reelle Zahl konvergiert.

Eine charakteristische Eigenschaft konvergenter Folgen, die formuliert werden
kann, ohne auf den Grenzwert der Folge Bezug zu nehmen, wurde von Cauchy
entdeckt.

Definition. Eine Folge (ay),cn reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass

|anw—am| <€ firallen,m > N.
Eine andere Bezeichnung fiir Cauchy-Folge ist Fundamental-Folge.
Grob gesprochen kann man also sagen: Eine Folge ist eine Cauchy-Folge,
wenn die Folgenglieder untereinander beliebig wenig abweichen, falls nur die
Indizes geniigend grof sind. Man beachte: Es geniigt nicht, dass die Differenz
|ay — an+1| zweier aufeinander folgender Folgenglieder beliebig klein wird,
sondern die Differenz |a, — a,,| muss kleiner als ein beliebiges € > 0 sein, wo-
bei n und m unabhéngig voneinander alle natiirlichen Zahlen durchlaufen, die
groBer-gleich einer von € abhingigen Schranke sind. Bei konvergenten Folgen
ist das der Fall, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 1. Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Die Folge (a,) konvergiere gegen a. Dann gibt es zu vorgegebenem
e>0ein N € N, so dass

|an — a <§ furallen > N.

Fiir alle n,m > N gilt dann
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an—an| = [(an—a) — (am —a))|
€ €
< |a,,fa\+|amfa\<§+§:8, q.e.d.

Die Umkehrung von Satz 1 formulieren wir nun als Axiom.
Vollstindigkeits-Axiom. /n R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Bemerkung. Wir werden im nichsten Paragraphen mithilfe des Vollstindig-
keits-Axioms die Existenz der Quadratwurzeln aus jeder positiven reellen Zahl
beweisen. Dies ist mit den bisherigen Axiomen allein noch nicht méglich.
Denn da diese auch im Kdorper der rationalen Zahlen gelten, wiirde dann z.B.
folgen, dass die Quadratwurzel aus 2 rational ist, was aber falsch ist. Also ist
das Vollstiandigkeits-Axiom unabhingig von den bisherigen Axiomen.

Wir erinnern kurz an den wohl aus der Schule bekannten Beweis der Irratio-
nalitdt der Quadratwurzel aus 2. Wére diese rational, gébe es ganze Zahlen
n,m > 0 mit (n/m)? = 2. Wir nehmen den Bruch n/m in gekiirzter Form an
und konnen deshalb voraussetzen, dass hochstens eine der beiden Zahlen n,m
gerade ist. Aus der obigen Gleichung folgt #n* = 2m?, also ist n gerade, d.h.
n = 2k mit einer ganzen Zahl k. Einsetzen und Kiirzen ergibt 2k* = m?, wor-
aus folgt, dass auch m gerade sein muss, Widerspruch!

Das Vollstiandigkeits-Axiom ist nicht besonders anschaulich. Wir wollen des-
halb zeigen, dass es zu einer sehr anschaulichen Aussage, ndmlich dem Inter-
vallschachtelungs-Prinzip, dquivalent ist. Sind a < b reelle Zahlen, so versteht
man unter dem abgeschlossenen Intervall mit Endpunkten a und b die Menge
aller Punkte auf der reellen Zahlengeraden, die zwischen a und b liegen, wobei
die Endpunkte mit eingeschlossen seien:

[a,b] :={xeR:a<x<b}.
Die Lange (oder der Durchmesser) des Intervalls wird durch
diam([a,b]) :=b—a
definiert. Damit kdnnen wir formulieren:
Intervallschachtelungs-Prinzip. Sei
IbDhDhD...D1, D141 D...
eine absteigende Folge von abgeschlossenen Intervallen in R mit

lim diam(Z,) = 0.
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Dann gibt es genau eine reelle Zahl x mit x € I, fiir alle n € N.

Man hat sich vorzustellen, dass die ineinander geschachtelten Intervalle auf
den Punkt x ,,zusammenschrumpfen®, sieche Bild 5.1.

Wir zeigen nun in zwei Schritten die Gleichwertigkeit des Vollstidndigkeits-
Axioms mit dem Intervallschachtelungs-Prinzip.

Bild 5.1 Intervallschachtelung

Satz 2. Das Vollstindigkeits-Axiom impliziert das Intervallschachtelungs-
Prinzip.
Beweis. Seien I, = [ap, by, n € N, die ineinander geschachtelten Intervalle. Wir
zeigen zunéchst, dass die Folge (a,,) der linken Endpunkte eine Cauchy-Folge
darstellt.

Beweis hierfiir. Da die Lénge der Intervalle gegen null konvergiert, gibt es zu
vorgegebenem € > 0 ein N € N, so dass

diam(l,) <& firallen>N.
Sind n,m > N, so liegen die Punkte a, und a,, beide im Intervall 7, woraus
folgt

|an — am| < diam(Iy) <€, q.e.d.
Nach dem Vollsténdigkeits-Axiom konvergiert die Folge (a,,) gegen einen Punkt
x€R.Daag < a, < b, < by fiiralle n > k, folgt aus §4, Corollar zu Satz 5, dass
a < x < by. Das heil3it, dass der Grenzwert x in allen Intervallen /; enthalten

ist. Da die Lange der Intervalle gegen null konvergiert, kann es nicht mehr als
einen solchen Punkt geben. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Satz 3. Das Intervallschachtelungs-Prinzip impliziert das Vollstindigkeits-
Axiom.

Beweis. Sei (a,)nen eine vorgegebene Cauchy-Folge. Nach Definition gibt es
eine Folge nyp < n; < ny < ... natiirlicher Zahlen mit

an — am| < 27%  fir alle n,m > ny.
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Wir definieren nun
Lii={xeR: |[x—a,| <27}

Die I sind abgeschlossene Intervalle mit [ D Iy fiir alle k. Denn sei etwa
x € fr1. Dann ist |x — a,,, | < 27%; auBerdem ist

|ank+1 _ank| < 27k7

woraus nach der Dreiecks-Ungleichung folgt |x — ay, | < 27%*!, d.h. x € It. Da
die Langen der Intervalle gegen null konvergieren, konnen wir das Intervall-
schachtelungs-Prinzip anwenden und erhalten einen Punkt xy € R, der in allen
I liegt, d.h.

X0 —a,| <275 fiiralle k> 0.
Fiir n > ny ist |a, — ay,| < 27, also insgesamt
o — ay| < 27K 427k < 272,

woraus folgt lim,_,..a, = xg, die Cauchy-Folge konvergiert also. Damit ist
Satz 3 bewiesen.

Wegen der bewiesenen Aquivalenz hitten wir statt des Axioms iiber die Kon-
vergenz von Cauchy-Folgen auch das Intervallschachtelungs-Prinzip zum Axi-
om erheben kdnnen. Wir haben das Vollstédndigkeits-Axiom mit den Cauchy-
Folgen gewdhlt, da diese einen zentralen Begriff in der Analysis darstellen, der
auch noch in viel allgemeineren Situationen anwendbar ist. (So wird der Le-
ser, der tiefer in das Studium der Analysis einsteigt, spater sicherlich auf den
Begriff des vollstindigen metrischen Raumes und des vollstidndigen topologi-
schen Vektorraums stoflen. In beiden Féllen wird die Vollstandigkeit mithilfe
von Cauchy-Folgen definiert.)

b-adische Briiche

Sei b eine natiirliche Zahl > 2. Unter einem (unendlichen) b-adischen Bruch
versteht man eine Reihe der Gestalt

+ 2 a,b™".
n=—k
Dabei ist £ > 0 und die a,, sind natiirliche Zahlen mit 0 < a, < b. Falls die

Basis festgelegt ist, kann man einen b-adischen Bruch auch einfach durch die
Aneinanderreihung der Ziffern a, angeben:

ta_ja_jy1---a—1ap.a1axazasas - -



§5 Das Vollstindigkeits-Axiom 47

Dabei werden die Koeffizienten der negativen Potenzen der Basis » durch
einen Punkt von den Koeffizienten der nicht-negativen Potenzen abgetrennt.
Falls von einer Stelle ky > 1 an alle Koeffizienten a;, = 0 sind, 1dsst man diese
auch weg und erhilt einen endlichen b-adischen Bruch.

Fiir b = 10 spricht man von Dezimalbriichen. Im Fall b = 2 (dyadische Briiche)
sind nur die Ziffern 0 und 1 nétig. Dies eignet sich besonders gut fiir die interne
Darstellung von Zahlen im Computer. Die Babylonier haben das Sexagesimal-
system (b = 60) verwendet.

Satz 4. Jeder b-adische Bruch stellt eine Cauchy-Folge dar, konvergiert also
gegen eine reelle Zahl.

Beweis. Es geniigt, einen nicht-negativen b-adischen Bruch ¥~ _, a,b™" zu
betrachten. Fiir n > —k bezeichnen wir die Partialsummen mit
n

Xp 1= z ayb™.

v=—k
Wir haben zu zeigen, dass (x,),>—x eine Cauchy-Folge ist. Sei € > 0 vorgege-
benund N € N so groB, dass b < €. Dann gilt firn > m > N

n n

Xy —xm| = Z ayb™V < 2 (b—1)p7"
v=m+1 v=m+1
n—m—1
<@G-1p" Y b
v=0
1
1 —m—1 _ 7m< —-N )
< (b—-1)b = b b <e

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Von Satz 4 gilt auch die Umkehrung.

Satz 5. Sei b eine natiirliche Zahl > 2. Dann ldsst sich jede reelle Zahl in einen
b-adischen Bruch entwickeln.

Bemerkung. Aus Satz 5 folgt insbesondere, dass sich jede reelle Zahl beliebig
genau durch rationale Zahlen approximieren l4sst, denn die Partialsummen ei-
nes b-adischen Bruches sind rational.

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir reelle Zahlen x > 0 zu beweisen. Nach §3, Satz
3, gibt es mindestens eine natiirliche Zahl m mit x < "1 Sei k die kleinste
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natiirliche Zahl, so dass
0<x< prH,

Wir konstruieren jetzt durch vollstindige Induktion eine Folge (ay)y>— natiir-
licher Zahlen 0 < ay < b, so dass fiir alle n > —k gilt

n
x= Y abV+E mit0<E, <b "

v=—k
Wegen lim,,_...&, = 0 folgt dannx = ¥, ayb™", also die Behauptung.
Induktionsanfang n = —k. Es gilt 0 < xb~* < b, also gibt es eine ganze Zahl
a_; €{0,1,...,b—1} und eine reelle Zahl § mit 0 < & < 1, so dass xb* =
a_i+ 8. Mit E_; := 8b* erhilt man
x=a_bF+&_; mit0<E 4 < b
Das ist die Behauptung fiir n = —£.
Induktionsschritt n — n+ 1. Es gilt 0 < £,b""! < b, also gibt es eine ganze

Zahl a,4) € {0,1,...,b— 1} und eine reelle Zahl § mit 0 < 8 < 1, so dass
E0" =, +8. Mit &1 := b ! erhilt man
n n+1
x= Y, ayb "V + (a1 +8)b7" = abV +8&u,

v=—k v=—k

wobei 0 <&, <b "1, qed.

Bemerkung. Die Sétze 4 und 5 sagen insbesondere, dass sich jede reelle Zahl
durch einen (unendlichen) Dezimalbruch darstellen ldsst und umgekehrt. Wir
haben also, ausgehend von den Axiomen, die gewohnte Darstellung der reellen
Zahlen wiedergefunden.

Man beachte, dass die Darstellung einer reellen Zahl durch einen b-adischen
Bruch nicht immer eindeutig ist. Beispielsweise stellen die Dezimalbriiche
1.000000... und 0.999999... beide die Zahl 1 dar, denn nach der Summen-
formel fiir die unendliche geometrische Reihe ist

= > k

29.1o—k:% (%o) :120'1—1/1021'

k=1 k=0
Das hier gegebene Beispiel fiir die Mehrdeutigkeit ist typisch fiir den allge-
meinen Fall, sieche Aufgabe 5.3.
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Teilfolgen

Definition. Sei (a,),cn eine Folge und
np<np<m<...

eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heif3t die Folge
(@ )ken = (Gngs Any s anyy - - )

Teilfolge der Folge (ay,).

Es folgt unmittelbar aus der Definition: Ist (a,),en eine konvergente Folge mit
dem Limes a, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen a. Schwieriger ist das
Problem, aus nicht-konvergenten Folgen konvergente Teilfolgen zu konstruie-
ren. Die wichtigste Aussage in dieser Richtung ist der folgende Satz.

Satz 6 (Bolzano-WeierstraB3). Jede beschrdnkte Folge (ay)ncn reeller Zahlen
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. a) Da die Folge beschrinkt ist, gibt es Zahlen 4,B € Rmit4 < a, < B
fiir alle » € N. Die ganze Folge ist also in dem Intervall
[A4,B]:={xeR:4<x<B}

enthalten. Wir konstruieren nun durch vollstdndige Induktion eine Folge von
abgeschlossenen Intervallen /; C R, k € N, mit folgenden Eigenschaften:

i) In I liegen unendlich viele Glieder der Folge (a;,),

i) Iy ClL firk>1,
iii) diam(f;) =2 *diam(lp).
Fiir den Induktionsanfang konnen wir das Intervall Iy := [4, B] wihlen.

Induktionsschrittk — k+ 1. Sei das Intervall [, = [4, Bx] mit den Eigenschaf-
ten i) bis iii) bereits konstruiert. Sei M := (4 + By) /2 die Mitte des Intervalls.
Da in J; unendlich viele Glieder der Folge liegen, muss mindestens eines der
Teilintervalle [y, M] und [M, By] unendlich viele Folgenglieder enthalten. Wir
setzen Iy, 1 := [Ag, M], falls in diesem Intervall unendlich viele Folgenglieder
liegen, sonst Iy, 1 := [M, By]. Offenbar hat [}, | wieder die Eigenschaften i) bis
iii).

b) Wir definieren nun induktiv eine Teilfolge (an, )keny mit a,, € I fir alle
keN.

Induktionsanfang. Wir setzen ng := 0, d.h. a,,, = ao.
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Induktionsschritt k — k+ 1. Da in dem Intervall /;, | unendlich viele Glieder
der Folge (ay,) liegen, gibt es ein nj 1 > ny mit Anyy € ley1

¢) Wir beweisen nun, dass die Teilfolge (ay,) konvergiert, indem wir zeigen,
dass sie eine Cauchy-Folge ist.

Sei € > 0 vorgegeben und N so grof3 gewéhlt, dass diam(/y) < €. Dann gilt fir
allek,j >N

an, €Iy CIy und an; €1; Cly.
Also ist

|an, — an;| < diam(Iy) <e, q.e.d.
Definition. Eine Zahl a heifit Hiufungspunkt einer Folge (ay)nen, wenn es
eine Teilfolge von (a,) gibt, die gegen a konvergiert.

Mit dieser Definition kann man den Inhalt des Satzes von Bolzano-Weierstraf3
auch so ausdriicken: Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt mindestens
einen Haufungspunkt.

Wir geben einige Beispiele fiir Hiufungspunkte.

(5.1) Die durch a,, := (—1)" definierte Folge (a,) besitzt die Hiufungspunkte
+1 und —1. Denn es gilt

limay =1 und limays =—1.
k—oo k—oo

(5.2) Die Folge a,, := (—1)"+ %, n > 1, besitzt ebenfalls die beiden Hiufungs-
punkte +1 und —1, denn es gilt

1
lim ay, = lim <1+—) -1
k_maZk kLm 2k
und analog limay;; = —1.

(5.3) Die Folge a,, := n, n € N, besitzt keinen Hiufungspunkt, da jede Teilfolge
unbeschrénkt ist, also nicht konvergiert.

(5.4) Die Folge
] n falls n gerade,
! % falls » ungerade,

ist unbeschrénkt, besitzt aber den Haufungspunkt 0, da die Teilfolge
(a2k+1)ken gegen 0 konvergiert.
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(5.5) Fiir jede konvergente Folge ist der Limes ihr einziger Haufungspunkt.

Monotone Folgen

Definition. Eine Folge (ay)nen reeller Zahlen heifit

i) monoton wachsend, falls a,, < a,, 4 firallen € N,

ii) streng monoton wachsend, falls a, < a1 furallen € N,
iii) monoton fallend, falls a, > a,.1 furallen € N,

iv) streng monoton fallend, falls a,, > a, fiir alle n € N.

Satz 7. Jede beschrdnkte monotone Folge (ay) reeller Zahlen konvergiert.

Dies ist ein Konvergenzkriterium, das hiufig angewendet werden kann, da in
der Praxis viele Folgen monoton sind. Beispielsweise definiert jeder positi-
ve (negative) unendliche Dezimalbruch eine beschréinkte, monoton wachsende
(bzw. fallende) Folge.

Beweis. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt die Folge (a,) eine
konvergente Teilfolge (ay, ). Sei a der Limes dieser Teilfolge. Wir zeigen, dass
auch die gesamte Folge gegen a konvergiert. Dabei setzen wir voraus, dass
die Folge (a,) monoton wichst; fiir monoton fallende Folgen geht der Beweis
analog.

Sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein ky € N, so dass
|an, —a| <€ furallek> k.

Sei N := ny,. Zu jedem n > N gibt es ein k > ko mit np < n < ng41. Da die
Folge (a,) monoton wichst, folgt daraus

ap, S ap < ap, < a,
also

|ap—a| < |aw, —a| <€, q.e.d.

Schluss-Bemerkung zu den Axiomen der reellen Zahlen. Mit den Korper-
Axiomen, den Anordnungs-Axiomen, dem Archimedischen Axiom und dem
Vollstiandigkeits-Axiom haben wir nun alle Axiome der reellen Zahlen auf-
gezdhlt. Ein Korper, in dem diese Axiome erfiillt sind, heif3t vollstdndiger, ar-
chimedisch angeordneter Korper. Man kann beweisen, dass jeder vollstiandige,
archimedisch angeordnete Korper dem Korper der reellen Zahlen isomorph
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ist, dass also die genannten Axiome die reellen Zahlen vollstdndig charakteri-
sieren.

Wir haben hier die reellen Zahlen als gegeben betrachtet. Man kann aber auch,
ausgehend von den natiirlichen Zahlen (die nach einem Ausspruch von L.
Kronecker vom lieben Gott geschaffen worden sind, wihrend alles andere
Menschenwerk sei), nacheinander die ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen
und die reellen Zahlen konstruieren und dann die Axiome beweisen. Diesen
Aufbau des Zahlensystems sollte jeder Mathematik-Student im Laufe seines
Studiums kennenlernen. Wir verweisen hierzu auf die Literatur, z.B. [L], [Z].

ANHANG
Zur Darstellung reeller Zahlen im Computer

Zahlen werden in heutigen Computern meist bindr, d.h. bzgl. der Basis 2 dar-
gestellt. Natiirlich ist es unmdglich, reelle Zahlen als unendliche 2-adische
Briiche zu speichern, sondern man muss sich auf eine endliche Anzahl von
Ziffern (bits = binary digits) beschranken. Um betragsmifig grofle und kleine
Zahlen mit derselben relativen Genauigkeit darzustellen, verwendet man eine
sog. Gleitpunkt-Darstellung' der Form

x==xag.ai@mas...ay 2",

wobei 7 ein ganzzahliger Exponent ist. Das Vorzeichen wird als (—1)* durch
ein Bit s € {0,1} dargestellt.

m
E:=ag.aimas...ay = 2 a,-274  a,e{0,1},
1=0
ist die sog. Mantisse, die man fiir x # 0 durch geeignete Wahl des Exponenten
im Bereich 1 < € < 2 annehmen kann, was gleichbedeutend mit ag = 1 ist. Der
Exponent » wird natiirlich auch bindr mit einer begrenzten Anzahl von Bits
gespeichert. Um nicht das Vorzeichen von r eigens abspeichern zu miissen,
schreibt man 7 in der Form » = e — e, mit einem festen Offset e, > 0 und

k—1
e=Y e2"20, e €{0,1}.
v=0

Héaufig werden insgesamt 64 Bits zur Darstellung einer reellen Zahl verwen-
det (Datentyp DOUBLE PRECISION in FORTRAN oder double float in

IStatt Gleitpunkt sagt man auch FlieBpunkt oder FlieBkomma, engl. floating point.
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den Programmiersprachen C, Java, usw.). Dabei wird iiblicherweise der IEEE-
Standard? befolgt, der hierfiir m =52, k=11 und e, = 1023 vorsieht®. Das Bit
ap wird nicht gespeichert, sondern ist implizit gegeben. Insgesamt wird daher
ein double float durch folgenden Bit-Vektor dargestellt:

(s,€10,€9,...,€0,a1,a2,...,asy) € {0,1}%%.
Der Exponent e = 2\1,020 ey -2¥ kann Werte im Bereich 0 < e <21 —1 =2047

annehmen. Falls 1 < e < 2046, wird das implizite Bit ap = 1 gesetzt, es wird
also die Zahl

52
X = (71)3‘2271023 (1 4 Z a,- 2*#)
u=1
dargestellt; fiir e = 0 wird vereinbart

52
x= (_1)5271022 z aﬂZ”‘,
u=1

wihrend der Fall e = 2047 der Anzeige von Fehlerbedingungen vorbehal-
ten ist. Die Zahl 0 wird also durch den Bit-Vektor, der aus lauter Nullen be-
steht, dargestellt. Die kleinste darstellbare positive Zahl ist danach 271074 ~
4.94-107324 die groBte Zahl 21923(2 — 2752) &~ 1.79 - 10°%8. Die arithmeti-
schen Operationen (Addition, Multiplikation, ...) auf Gleitpunktzahlen sind
im Allgemeinen mit Fehlern versehen, da das exakte Resultat (falls es nicht
tiberhaupt dem Betrag nach grofer als die grofite darstellbare Zahl ist, also zu
Uberlauf fiihrt), noch auf eine mit der gegebenen Mantissenlinge vertrégliche
Zahl gerundet werden muss. Die Gleitpunkt-Arithmetik wird meist durch sog.
mathematische Coprozessoren unterstiitzt, die z.B. im Falle der auf PCs weit
verbreiteten Intel-Prozessoren intern mit 80-Bit-Zahlen arbeiten, wobei 64 Bits
fiir die Mantisse, 15 Bits fiir den Exponenten und ein Vorzeichen-Bit verwen-
det werden. Beliebig einstellbare Genauigkeit wird meist nicht direkt durch die
Hardware, sondern durch Software realisiert. Man vergesse aber nicht, dass die
Gleitpunkt-Arithmetik inhérent fehlerbehaftet ist. Selbst so eine einfache Zahl
wie % wird binidr auch bei noch so groler Mantissen-Lange nicht exakt dar-
gestellt.

2IEEE = Institute of Electrical and Electronics Engineers
3Bei 32-bit f1oats sind die entsprechenden Zahlen m = 23, k = 8 und e, = 127.
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AUFGABEN

5.1. Man entwickle die Zahl x = % in einen b-adischen Bruch fiir b = 2, 7,
10, 16. Im 16-adischen System (= Hexadezimalsystem) verwende man flir die
Ziffern 10 bis 15 die Buchstaben A bis F.
5.2. Ein b-adischer Bruch
A_f...ap.a1a2a3a4 . ..
heiflt periodisch, wenn natiirliche Zahlen r,s > 1 existieren, so dass
apys =a, furallen>r.
Man beweise: Ein b-adischer Bruch ist genau dann periodisch, wenn er eine
rationale Zahl darstellt.
5.3. Gegeben seien zwei (unendliche) g-adische Briiche (g > 2),
0.a1qpa3a4 ...,
0.b1byb3by ...,

die gegen dieselbe Zahl x € R konvergieren. Man zeige: Entweder gilt a, = b,
fiir alle » > 1 oder es existiert eine natiirliche Zahl k£ > 1, so dass (nach evtl.
Vertauschung der Rollen von a und ) gilt:

a; = b; fiir alle i < k,
ap = b +1,
a, =0 fiir alle n > k,

b, =g—1 furallen>k.

5.4. Man bestimme die 64-Bit-IEEE-Darstellung der Zahlen z,, := 10" fiir n =
2,1,0,—1,-2.

5.5. Es sei Qs C R die Menge aller durch den 64-Bit-IEEE-Standard exakt
dargestellten reellen Zahlen (diese sind natiirlich alle rational) und Re4 das
Intervall Rgq := {x € R : |x| < 2'9%4}, Eine Abbildung

P : Res — Oea
werde wie folgt definiert: Fiir x € Rgy sei p(x) die Zahl aus Qg4, die von x den
kleinsten Abstand hat. Falls zwei Elemente aus Qg4 von x denselben Abstand

haben, werde dasjenige gewihlt, in deren IEEE-Darstellung das Bit asp = 0
ist. Man iiberlege sich, dass dadurch p eindeutig definiert ist. Nunmehr werde
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eine Addition

Os4 X Oss — Qs U{C},  (x,y) — xHy,
durch folgende Vorschrift definiert: Falls x 4y € Rg4, sei
xHy:=px+y).
Falls aber x +y & Rg4, setze man xHy := <. Dabei sei < ein nicht zu R gehori-

ges Symbol, das als ,undefiniert® gelesen werde. (Seine Verwendung ist nur
ein formaler Trick, damit B ausnahmslos auf Qg4 x Qg4 definiert ist.)

a) Man zeige: Fiir alle x,y € Qg4 gilt
(i)xBy=yHx, (i))xBO0=x, (iii)xH-x=0.

b) Man zeige durch Angabe von Gegenbeispielen, dass das Assoziativ-Gesetz
(xBy)Bz=xHB(yHz)

in Qg4 im Allgemeinen falsch ist, selbst wenn beide Seiten definiert sind.
Man gebe auch ein Beispiel von Zahlen x,y,z € Qg4 an, so dass x By,
(xHy) Bz und yHz alle zu Qg4 gehdren, aber xH (yHz) = .

5.6. Man zeige, dass +1 und —1 die einzigen Haufungspunkte der in den Bei-
spielen (5.1) und (5.2) angegebenen Folgen sind.

5.7. Sei x eine vorgegebene reelle Zahl. Die Folge (a,(x))nen sei definiert
durch
an(x) :==nx—|nx| firallen e N.

Man beweise: Ist x rational, so hat die Folge nur endlich viele Hiufungspunkte;
ist x irrational, so ist jede reelle Zahl @ mit 0 < a < 1 Haufungspunkt der Folge

(an (x))neN-

5.8. Man beweise: Eine Folge reeller Zahlen konvergiert dann und nur dann,
wenn sie beschrinkt ist und genau einen Haufungspunkt besitzt.

5.9. Man beweise: Jede Folge reeller Zahlen enthilt eine monotone (wachsende
oder fallende) Teilfolge.

5.10. Man zeige: Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (ay,),en, die
nicht konvergiert, divergiert bestimmt gegen +eo (bzw. —eo).

5.11. Man beweise: Aus Satz 7 (jede beschrénkte monotone Folge reeller Zah-
len konvergiert) ldsst sich das Archimedische Axiom und das Intervallschach-
telungs-Prinzip ableiten (ohne das Vollstindigkeits-Axiom zu benutzen).
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§ 6 Wurzeln

In diesem Paragraphen beweisen wir als Anwendung des Vollstiandigkeits-Axioms die
Existenz der Wurzeln positiver reeller Zahlen und geben gleichzeitig ein Iterations-
verfahren zu ihrer Berechnung an. Dieses Verfahren, mit dem schon die Babylonier
ihre Néherungswerte fiir die Quadratwurzeln der natiirlichen Zahlen bestimmt haben
sollen, konvergiert auflerordentlich rasch und zéhlt auch noch heute im Computer-
Zeitalter zu den effizientesten Algorithmen.

Sei a > 0 eine reelle Zahl, deren Quadratwurzel bestimmt werden soll. Wenn
x > 0 Quadratwurzel von a ist, d.h. der Gleichung x> = a geniigt, gilt x = ¢

x’
andernfalls ist x # ¢. Dann wird das arithmetische Mittel

| a
Vo= h(e )

ein besserer Néherungswert fiir die Wurzel sein und man kann hoffen, durch
Wiederholung der Prozedur eine Folge zu erhalten, die gegen die Wurzel aus
a konvergiert. Dass dies tatsdchlich der Fall ist, beweisen wir jetzt.

Satz 1. Seien a > 0 und xo > 0 reelle Zahlen. Die Folge (x,)nen sei durch

a
Xp+1 = %(xn + *)

Xn

rekursiv definiert. Dann konvergiert die Folge (x,) gegen die Quadratwur-

zel von a, d.h. gegen die eindeutig bestimmte positive Losung der Gleichung

¥ =a.

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1) Ein einfacher Beweis durch vollstindige Induktion zeigt, dass x,, > 0 fiir

alle n > 0, insbesondere die Division xﬂ” immer zuléssig ist.

2)Es giltx% >afirallen > 1, denn
2

2 1 a 2 1 2 a
xn—a:Z(xn,l—&—x ) —a:Z(xn_l—i—Za—l—xz—)—a

1 a \2
= —(x,_1— >0.
4(x" ! x,,,l)

3) Es gilt x,,+1 < x, furalle n > 1, denn

n—1

1 a
Xn — Xnt1 :x,,—i(xn—i—x—) = —(xﬁ—a) >0.
n
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4) Wegen 3) ist (x,),>1 eine monoton fallende Folge, die durch 0 nach unten
beschrinkt ist, also nach §5, Satz 7 konvergiert. (Hier geht das Vollsténdigkeits-
Axiom ein, denn es wurde beim Beweis des Satzes iiber die Konvergenz be-
schriankter monotoner Folgen benétigt.) Fiir den Grenzwert x := lim,, . x;, gilt
nach §4, Corollar zu Satz 5, dass x > 0. Um den Wert von x zu bestimmen,
benutzen wir die Gleichung

2xXp 1%y = x% +a,

die sich aus der Rekursionsformel durch Multiplikation mit 2x,, ergibt. Da
lim x,,+1 = lim x,, = x, folgt aus den Regeln iiber das Rechnen mit Grenz-
n—oo n—oo
werten (§4, Satz 3)

22 =x*+ a,
also x> = a. Damit ist gezeigt, dass die Folge (x,) gegen eine Quadratwurzel
von a konvergiert.

5) Es ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei y eine weitere positive Losung
der Gleichung y? = a. Dann ist

0=x"—y" = (x+)(x—y).
Dax+y >0, muss x —y = 0 sein, also x = y, q.e.d.

Bezeichnung. Fiir eine reelle Zahl a > 0 wird die eindeutig bestimmte nicht-
negative Losung der Gleichung x2 = a mit

Va oder sqrt(a)
bezeichnet.
Bemerkung. Die Gleichung x? = a hat fiir = 0 nur die Lésung x = 0 und fiir

a > 0 genau zwei Losungen, ndmlich y/a und —+/a. Denn fiir jedes x € R mit
x? =agilt

(x+Va)(x—va) =x*—a=0,
also muss einer der beiden Faktoren gleich 0 sein, d.h. x = ++/a. Fiir a < 0 hat
die Gleichung natiirlich keine reelle Losung, weil fiir jedes x € R gilt x> > 0.

Numerisches Beispiel

Zur numerischen Rechnung ist es giinstig, noch die GroBe y, := a/x, ein-
zufiihren. Dann ist x, | = %(x,, +yy). Fiir n > 1 gilt nach 2) die Abschétzung
x% > a, also x,, > v/a. Daraus folgt y, < y/a; man hat also

wm<va<x, firallen>1.
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Zur Illustration des Algorithmus rechnen wir ein Beispiel mit dem Multipré-
zisions-Interpreter ARIBAS. Durch den Befehl

==> set floatprec(long float).
-: 128

wird die Rechengenauigkeit auf long float eingestellt, d.h. reelle Zah-
len werden von ARIBAS mit einer 128-bit Mantisse dargestellt (relative Ge-
nauigkeit 27 12%). Wir wollen die Quadratwurzel aus a := 2 berechnen und
wihlen xo = 2 und yg = a/xo = 1. Es werden die Werte x, und y, = a/x,
flrn=1,...,6 berechnet.

==> a := 2;
X = a; y :=1;
for n := 1 to 6 do
X := (X +v)/2; v := a/x;

writeln(n,")");
writeln(y); writeln(x);
end.

Die Variablen x und y enthalten vor dem Eintritt in den #-ten Durchlauf der
for-Schleife die Werte x,,_1 und y,_1; diese werden dann durch x,, und y,, er-
setzt und mit writeln ausgegeben. Insgesamt erhélt man folgende Ausgabe:

1)
1.33333 33333 33333 33333 33333 33333 33333 3
1.50000_00000_00000_00000_00000_00000_00000_0
2)
1.41176_47058_ 82352 94117 64705 88235 29411 8
1.41666_66666_66666_66666_66666_66666_66666_7
3)
1.41421 14384 74870 01733 10225 30329 28942 8
1.41421 56862 74509 80392 15686 27450 98039 2
4)
1.41421 35623 71500 18697 70836 68114 92557 7
1.41421 35623 74689 91062 62955 78890 13491 0
5)
1.41421 35623 73095 04880 16878 24916 86591 4
1.41421 35623 73095 04880 16896 23502 53024 4
6)
1.41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 9
1.41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 9



86 Wurzeln 59

Der Wert von v/2 liegt nach dem oben Gesagten stets zwischen den unmittel-
bar untereinander stehenden Zahlen. Man kann gut beobachten, wie die An-
zahl der iibereinstimmenden Dezimalstellen mit jedem Schritt steigt. Bereits
nach 6 Iterations-Schritten ist die Wurzel aus 2 auf 36 Dezimalstellen genau
bestimmt. (Allerdings kann sich die letzte berechnete Stelle bei Erhdhung der
Genauigkeit noch dndern; tatséchlich ergibt sich statt der letzten 9 genauer
85696...)

Geschwindigkeit der Konvergenz

Die in dem Beispiel sichtbare schnelle Konvergenz wollen wir nun im allge-
meinen Fall untersuchen. Dazu definieren wir den relativen Fehler f,, im n-ten
Iterationschritt durch die Gleichung

xp=+va(l+f).
Es ist f, > 0 fur n > 1. Einsetzen in die Gleichung x| = %(x,, + 1) ergibt
nach Kiirzung durch +/a

1+ﬁ1+1=%(1+.fn+ﬁ).
Daraus folgt

1 72 | P

fn+l:§'1+fn <§mm(fmfn)-

Da Zahlen im Computer meist binér, d.h. bzgl. der Basis 2 dargestellt werden,
ist die Multiplikation mit ganzzahligen Potenzen von 2 trivial. So kann man
jede positive reelle Zahl a leicht in die Form a = 2% gy mitkeZ, 1 <ag <4,
bringen. Es ist dann \/a = 2]‘\/07 ; also kann man ohne Beschrankung der All-
gemeinheit 1 < a < 4 voraussetzen. Wihlt man dann xp = a, so ist /a < xp <
2+/a, d.h. 0 < fp < 1. Mit der obigen Rekursionsformel fiir den relativen Feh-
ler ergibt sich fi < 1/4, /5 < 1/40,..., f5 < 1.2-10713, f5 < 1073 etc. Die
Zahl der giiltigen Dezimalstellen verdoppelt sich also mit jedem Schritt. Man
spricht von quadratischer Konvergenz.

Der angegebene Algorithmus zur Wurzelberechnung hat neben seiner schnel-
len Konvergenz noch den Vorteil, selbstkorrigierend zu sein. Denn da der An-
fangswert xo > 0 beliebig vorgegeben werden kann, beginnt nach eventuel-
len Rechen-, insbesondere Rundungsfehlern, der Algorithmus eben wieder mit
dem fehlerhaften Wert von x,, statt mit xo. Wollten wir etwa v/2 auf 100 De-
zimalstellen genau berechnen, so miissten wir nicht die Rechnung von Anfang
an mit 100-stelliger Genauigkeit wiederholen, sondern kdnnten mit dem erhal-
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tenen 36-stelligen Néherungswert beginnen und erhielten nach zwei weiteren
Schritten das Ergebnis.

Es sei jedoch bemerkt, dass die Verhiltnisse nicht immer so giinstig liegen.
Bei vielen Ndherungs-Verfahren der numerischen Mathematik ist die Fehler-
abschitzung viel schwieriger; Rundungsfehler konnen sich akkumulieren und
aufschaukeln, wodurch manchmal sogar die Konvergenz, die unter der Pramisse
der exakten Rechnung bewiesen worden ist, gefahrdet wird.

k—te Wurzeln

Die fiir die Quadratwurzeln angestellten Uberlegungen lassen sich leicht auf
k-te Wurzeln verallgemeinern.

Satz 2. Sei k > 2 eine natiirliche Zahl und a > 0 eine positive reelle Zahl. Dann
konvergiert fiir jeden Anfangswert xo > 0 die durch

Xpt1i= % ((k— 1)x,,—|—x%)

n
rekursiv definierte Folge (x,)nen gegen die eindeutig bestimmte positive Losung
der Gleichung x* = a.

Bezeichnung. Diese Losung heiBt k-te Wurzel von a und wird mit /a bezeich-
net. Im Spezialfall £ = 2 schreibt man kiirzer /a statt Za.

Beweis. a) Dass es nicht mehr als eine positive Losung geben kann, ergibt sich
daraus, dass aus 0 < z; < z, folgt z’l‘ < z’z‘.

b) Wir zeigen jetzt, dass der Grenzwert x := lim,_,..x,, im Falle der Existenz
die Gleichung x* = g erfiillt. Multiplikation der Rekursionsgleichung mit kxﬁ*1
ergibt ndmlich

kgl = (k= 1)xk 44,

woraus durch Grenziibergang n — oo folgt
ko = (k—1)x* +a,

dh.x* =a.

c) Es bleibt nur noch die Konvergenz zu beweisen. Dazu formen wir die Re-
kursionsformel wie folgt um:

xn+1:%xn((k—1)+)%) =X, <l+%<x%fl)) (%)

n
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Aus der Bernoullischen Ungleichung (1 +&)% > 1 + k€ fiir § > —1 folgt

k
l/a a a
1 7(771) >1 (—71):—,
( T\ ) IR xk

alsoxt | > a. Deshalb ist a/xk < 1 fiirallen > 1, d.h.
1/a
—(& - 1) <0
k (xﬁ
und man liest aus (%) ab x,41 < x, fir n > 1. Die Folge (x,),>1 ist also mo-

noton fallend und durch 0 nach unten beschriankt, konvergiert also gegen eine
reelle Zahl x > 0, fiir die nach b) gilt x* = a, q.e.d.

Bemerkungen. 1) Natiirlich enthilt Satz 2 als Spezialfall den Satz 1. Man kann
sich fragen, warum beim Iterationsschritt fiir die k-te Wurzel nicht die Formel
Xpa1 = %(x,, +a/xk=1) verwendet wird. Den tieferen Grund dafiir werden wir
in §17 kennenlernen, wo das Iterationsverfahren zum Wurzelziehen sich als
Spezialfall eines viel allgemeineren Approximations-Verfahrens von Newton
herausstellen wird.

2) Ein weiterer Beweis fiir die Existenz der Wurzeln wird in §12 gegeben, als
Anwendung eines allgemeinen Satzes {iber Umkehrfunktionen.

AUFGABEN
6.1. Man beweise fiir > 0, b > 0 die Ungleichung zwischen geometrischem
und arithmetischem Mittel
Vab < La+b),
wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn a = b.

6.2. Seien a > 0, b > 0 reelle Zahlen. Die Folgen (ay)nen, (br)nen seien rekur-
siv definiert durch ag := a, b := b und

ani1 = \/auby, byi1:=1(a,+b,) firalleneN.

i) Man zeige, dass beide Folgen konvergieren und denselben Grenzwert ha-
ben. Dieser Grenzwert werde mit M(a, b) bezeichnet und heiBt das arithmetisch-
geometrische Mittel von a und b.

ii) Man beweise fiir a > 0, b > 0 die Beziehung
M(a,b) =aM(1,b/a).

iii) Man berechne M(1,2) mit einem Fehler < 107°.
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6.3. Beim Iterations-Verfahren

1 a
x0 >0, xp41:= g(Zx,,+;)

n
zur Berechnung der 3. Wurzel einer positiven Zahl a > 0 definiere man den
n-ten relativen Fehler f£,, durch

Xn = Va(l+fp).
Man leite eine Rekursionsformel fiir die Folge (f;,) her und beweise
Jnt1 gf,f furallen > 1.
6.4. Seien a > 0 und xy > 0 reelle Zahlen mit axy < 2. Die Folge (x,,)nen wWerde
rekursiv definiert durch
Xnt1 :=x(l+€,), wobeig,:=1—ax,.
Man beweise, dass die Folge (x,) gegen 1/a konvergiert.
Anleitung. Man zeige dazu: €, 1 = €2 fiir alle n > 0.

Bemerkung. Dieser Algorithmus kann benutzt werden, um die Division auf die
Multiplikation zurlickzufiihren.

6.5. Man berechne

\/1+\/1+\/1+\/1+...,

d.h. den Limes der Folge (ay,)neny mit ag := 1 und @,y :=v/1+ay,.

6.6. Der Wert des unendlichen Kettenbruchs

1
1+
1
1+ i
I+ ——
1 + ;
1+...
ist definiert als der Limes der Folge (a,),eny mitap := 1 und a,41 := 1+ al,,
Jnt1

a) Man zeige a,_| = fiir alle » > 1, wobei f, die in (4.6) definierten

Fibonacci-Zahlen sind. - !

1445

b) Man beweise lim a, = 7
n—oo
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Bemerkung. Der Limes ist der berithmte goldene Schnitt, der durch
g:l=1:(g-1), g>1,

definiert ist.

6.7. Die drei Folgen (ay)nen, (bn)nen, (¢n)nen seien definiert durch
an == Vn+1000—/n,
by = \/n++/n—+/n,
cn = y/n+ 165 —Vn -

Man zeige: Fiir alle n < 10° gilt a, > b, > ¢, aber

lima,=0, limb,=1, limc,=co.
Nn—o0

n—oo N—o0
6.8. Man beweise:
a) lim <3 n—l—\/_—%) =0.
n—oo
1
b) lim (3 n+\3/r7—e/z> =3
n—oo
6.9. a) Man zeige: Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt

2
vn<1l+—.
n +\/ﬁ

Anleitung. Man verwende dazu Aufgabe 3.4.
b) Man folgere aus Teil a)

lim Vn=1.

n—oo

6.10. Fiir eine reelle Zahl x > 0 und eine rationale Zahl » = m/n, (m,n € Z,
n > 0) definiert man

X=X
a) Man zeige, dass diese Definition unabhingig von der Darstellung von r ist,

d.h. aus m/n = € /k folgt /x" = V/x'.
b) Fiir x,y € R und r,s € Q beweise man die Rechenregeln
xryr _ (xy)r’ xrxy — xr-H‘7 (xr)s — x}’s.
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§ 7 Konvergenz-Kriterien fiir Reihen

In diesem Paragraphen beweisen wir die wichtigsten Konvergenz-Kriterien fiir unend-
liche Reihen und behandeln einige typische Beispiele.

Wendet man das Vollstdndigkeits-Axiom iiber die Konvergenz von Cauchy-
Folgen auf Reihen an, so erhdlt man folgendes Kriterium.

Satz 1 (Cauchysches Konvergenz-Kriterium). Sei (ay,)nen eine Folge reeller
Zahlen. Die Reihe Y, a, konvergiert genau dann, wenn gilt.

Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, 50 dass

n

Zak‘ <e fiurallen>m>N.

k=m

Beweis. Wir bezeichnen mit Sy := Y a; die N-te Partialsumme. Dann ist

n
Sp—8m—1= 2 dag -
k=m
Die angegebene Bedingung driickt deshalb einfach aus, dass die Folge (S),) der
Partialsummen eine Cauchy-Folge ist, was gleichbedeutend mit ihrer Konver-
genz ist.

Bemerkung. Aus Satz 1 folgt unmittelbar: Das Konvergenzverhalten einer Rei-
he éndert sich nicht, wenn man endlich viele Summanden abandert. (Nur die
Summe andert sich.)

Satz 2. Eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung fiir die Konver-
genz einer Reihe Y a, ist, dass

lim a, = 0.

n—o0
Beweis. Wenn die Reihe konvergiert, gibt es nach Satz 1 zu vorgegebenem
e>0ein N € N, so dass

n
Zak‘<s firallen>m>N.
k=m

Insbesondere gilt daher (fiir n = m)

|an| <€ firallen>N.
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Daraus folgt lima, =0, q.e.d.

Beispielsweise divergiert die Reihe 3> ,(—1)", da die Reihenglieder nicht ge-
gen 0 konvergieren. Ein Beispiel dafiir, dass die Bedingung lima, = 0 fiir die
Konvergenz nicht ausreicht, behandeln wir in (7.1) im Anschluss an den néchs-
ten Satz.

Satz 3. Eine Reihe ¥, a, mit a, > 0 fiir alle n € N konvergiert genau dann,
wenn die Reihe (d.h. die Folge der Partialsummen) beschrinkt ist.

Beweis. Da a,, > 0, ist die Folge der Partialsummen

n
Sn = Zak, neN,
k=0

monoton wachsend. Die Behauptung folgt deshalb aus dem Satz iiber die Kon-
vergenz monotoner beschrinkter Folgen.

Beispiele -
(7.1) Die harmonische Reihe 2 —.
n=1
Die Reihenglieder konvergieren gegen 0, trotzdem divergiert die Reihe. Dazu
betrachten wir die speziellen Partialsummen

se=Slon LSS Y
n=1" 2 aNaan
—1+1+(1+1)
2 \3 4
+(1+1+1+1>+ +( ! + +1)
5.6 7 8 7 \2klyqn k)T
Da die Summe jeder Klammer > % ist, folgt
k
S2k21+§
Also ist die Folge der Partialsummen unbeschrinkt, d.h. es gilt
S
kel

n=1

|
(7.2) Die Reihen 2‘1 — firk>1.
"=
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Wir beweisen, dass diese Reihen konvergieren, indem wir zeigen, dass die Par-
tialsummen durch 1okl beschrinkt sind. Zu beliebigem N € N gibt es ein

m € Nmit N < 2"+ — 1. Damit gilt

2m+171 1 1 1 2m+171 1
sv< o= (gt ()
n= n=2m

U 1

<§fwyzég%y

- ‘ :
—ktlyi _
< -zo'(z ) = 1ok aed
=

Bemerkung. Fiir alle geraden ganzen Zahlen £ > 2 gibt es explizite Formeln
fiir die Limiten der Reihen ¥, n—lk Z.B. gilt

g1 @ g1 _w
Snr 67 Snt 907
siche dazu (21.8), (23.2) und Aufgabe 23.6.

Wihrend sich Satz 3 auf Reihen mit lauter nicht-negativen Gliedern bezog,
behandeln wir jetzt ein Konvergenz-Kriterium fiir alternierende Reihen, das
sind Reihen, deren Glieder abwechselndes Vorzeichen haben.

Satz 4 (Leibniz’sches Konvergenz-Kriterium). Sei (ay)nen eine monoton fal-
lende Folge nicht-negativer Zahlen mit lim,_...a, = 0. Dann konvergiert die
alternierende Reihe

N (—-1)"ay.

n=0
Beweis. Wir setzen sy := Z],;:o(* 1)"ay,. Da sopy0 — Sk = —azr1 +azpi2 < 0,
gilt
SO =82 2842 . Z80) Z 80§42 Z -
Entsprechend ist wegen sox43 — S2k+1 = A2k42 — a2k3 = 0
SIS S5 <o K2kt SS2%13 K -eee
AuBlerdem gilt wegen syry1 — ok = —aky1 <0

Sopr1 S sy furalle k e N.
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Die Folge (sa;)ken ist also monoton fallend und beschrénkt, da sp; > s fr
alle k. Nach §5, Satz 7, existiert daher der Limes

1151010 Sy =: 5.
Analog ist (s2x+1)ken monoton wachsend und beschrénkt, also existiert
]}EEOSZk+1 =5.
Wir zeigen nun, dass § = §’ und dass die gesamte Folge (s;,)nen gegen S kon-
vergiert. Zunéchst ist
S—8 = klif;(Szk —$241) = 1}2130“2"“ =0.
Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es N1, N> € N, so dass
|sor —S| <€ firk>N, und |sype1—S|<e firk>=N,.
Wir setzen N := max(2N},2N, + 1). Dann gilt
|spn— S| <e furallen>N, q.ed.

Das Konvergenzverhalten der alternierenden Reihen ldsst sich durch Bild 7.1
veranschaulichen.

Sn
S
1 2 3 4 5 6 7 8 "
Bild 7.1 Zum Leibniz’schen Konvergenz-Kriterium
Beispiele

o 1\n—1
(7.3) Die alternierende harmonische Reihe z (

n=1

konvergiert nach dem
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Leibniz’schen Konvergenz-Kriterium. Wir werden in §22 sehen, dass

11111
L S
2374576 o8

Dabei ist log2 = 0.69314718. .. der natiirliche Logarithmus von 2.

< (_1)k

(7.4) Ebenso konvergiert die Leibniz’sche Reihe z (=1)
S0 2k+1

. Fir sie zeigte

Leibniz, dass
1 1 1 1 1 T
l——+—-——+-———+...=—.
3+5 7+9 11 4

Wir werden dies in §22 beweisen.

Absolute Konvergenz

Definition. Eine Reihe 2 ay, heiflt absolut konvergent, falls die Reihe der Ab-
n=0

solutbetrige Z |ay| konvergiert.

n=0
Bemerkung. Da die Partialsummen der Reihe Y, |a,| monoton wachsen, gilt
nach §5, Satz 7: Eine Reihe Y a, ist genau dann absolut konvergent, wenn

Y Jan| < oo.
n=0

Satz 5. Eine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewdhnlichen
Sinn.

Bemerkung. Wie das Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe (7.3)
zeigt, gilt die Umkehrung von Satz 5 nicht. Die absolute Konvergenz ist also
eine schirfere Bedingung als die gewohnliche Konvergenz.

Beweis. Sei Y., a, eine absolut konvergente Reihe. Nach dem Cauchyschen
Konvergenz-Kriterium (Satz 1) fiir die Reihe Y, |ay,| gibt es zu jedem € > 0 ein
N € N, so dass

n
Y |a| <e firallen>m>N.
k=m
Daraus folgt

n n
zak‘< 2 lay| <e furallen>m>=N.

k=m k=m
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Wiederum nach dem Cauchyschen Konvergenz-Kriterium konvergiert daher
Y0 An, q.€.d.
Satz 6 (Majoranten-Kriterium). Sei ,~_ ¢, eine konvergente Reihe mit lauter
nicht-negativen Gliedern und (ap)nen eine Folge mit

lan| < ¢, furalleneN.
Dann konvergiert die Reihe ¥, a, absolut.

Bezeichnung. Man nennt dann Y, ¢, eine Majorante von Y. a,,.

Beweis. Zu vorgegebenem € > 0 existiert ein N € N, so dass

n

e

k=m
Dabher ist

<e furallen>m>N.

2|ak\ 2ck<£ firallen>m>=N.
k=m

Die Relhe Y. |an| erfiillt also das Cauchysche Konvergenz-Kriterium, q.e.d.

Beispiel

(7.5) Wir beweisen noch einmal die Konvergenz der Reihen ¥, k, k>2,
mithilfe des Majoranten-Kriteriums.

Nach Be1sp1e1 (4.9) konvergiert die Reihe X~ also auch die Reihe

n n+1)

Y1 ( Iy Firk >2undallen > 1 gilt
1. 1.2
nk ~ n2 (}’l—i—l)’

daher IStZ Majorante von 3, 4 I, qed

Hinweis. Wir werden spiter (in §20) noch ein sehr niitzliches, dem Majoran-
ten-Kriterium verwandtes Konvergenz-Kriterium kennenlernen, das Integral-
vergleichs-Kriterium. Mit diesem lassen sich die Reihen Znik besonders ele-
gant behandeln.

Bemerkung. Satz 6 impliziert folgendes Divergenz-Kriterium:

Sei Y~ _,c, eine divergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern und
(an)nen eine Folge mit a, > ¢, fir alle n. Dann divergiert auch die Reihe

2;0:() ap.
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Denn andernfalls wére Y a, eine konvergente Majorante von Y, ¢,, also miisste
auch Y ¢, konvergieren.

Satz 7 (Quotienten-Kriterium). Sei 2 a, eine Reihe mit a, # 0 fiir alle

n=0
n = ng. Es gebe eine reelle Zahl O mit 0 < 0 < 1, so dass
an+1
an

<0 firallen>ng.

Dann konvergiert die Reihe Y, ay, absolut.

Beweis. Da ein Abdndern endlich vieler Summanden das Konvergenzverhalten

nicht dndert, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,

dass

Al
an

Daraus ergibt sich mit vollstindiger Induktion

<0 firalleneN.

|an| <|ao|®" furallen € N.

Die Reihe ) |ag|6” ist daher Majorante von ¥ a,. Da
n=0

oo

" < o 0]
9" — g7 — 1900

konvergiert (geometrische Reihe), folgt aus dem Majoranten-Kriterium die Be-
hauptung.

Beispiele
2

(7.6) Wir beweisen die Konvergenz der Reihe Z ;l_"
n=1

Mita, := 2 gilt fiir alle n > 3

anil (n—|—1)22” 1(1+1)2
n

an

ontly2 T o
8

<1(1+1)2 —0<1
S 2 3/ 9 '
das Quotienten-Kriterium ist also erfiillt.

(7.7) Man beachte, dass die Bedingung im Quotienten-Kriterium nicht lautet
An+1

an

<1 firalle n > ny, (*)
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sondern
dp+1

An

<06 fiurallen > ng

mit einem von » unabhédngigen 6 < 1. Die Quotienten |a2:1 | diirfen also nicht
beliebig nahe an 1 herankommen. Dass die Bedingung () nicht ausreicht, zeigt
das Beispiel der divergenten harmonischen Reihe 3,7, % Mit a, := 1/n gilt
zwar

n
n+1

wegen lim ;7 = 1 gibt es jedoch kein 6 < 1 mit

An+1
Aan

<1 firallen>1,

Ap+1

an
Das Quotienten-Kriterium ist also nicht anwendbar.

<0 firallen>ng.

o o o |
(7.8) Fiir a,, := 1/n? erhalten wir die Reihe 21 ap = 21 ol
n= n=
Sie konvergiert, wie wir bereits wissen. Auch hier ist
2
= <1 furallen>1,
(n+1)?

es gibt aber kein 6 < 1 mit

An+1
Aan

An+1
An
Das Quotienten-Kriterium ist also nicht anwendbar, obwohl die Reihe kon-
vergiert. Das bedeutet, dass das Quotienten-Kriterium nur eine hinreichende,

jedoch nicht notwendige Bedingung fiir die Konvergenz ist.

<0 firallen>ng.

Umordnung von Reihen

Sei Y.~ a, eine Reihe und T: N — N eine bijektive Abbildung. Dann nennt
man Y7 ay(,) eine Umordnung der gegebenen Reihe. Sie besteht aus densel-
ben Summanden, nur in einer anderen Reihenfolge. Anders als bei endlichen
Summen ist es bei konvergenten unendlichen Reihen nicht ohne weiteres klar,
dass sie nach Umordnung wieder konvergent mit demselben Grenzwert sind.
Fiir absolut konvergente Reihen ist dies jedoch richtig.

Satz 8 (Umordnungssatz). Sei ,~_,a, eine absolut konvergente Reihe. Dann
konvergiert auch jede Umordnung dieser Reihe absolut gegen denselben
Grenzwert.
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Beweis. Seid:=3,"_,a,und T: N — N eine bijektive Abbildung. Wir miissen
zeigen

lim 2 Ag(k) =

m~>oo

Seie >0 Vorgegeben. Dann gibt es wegen der Konvergenz von Y7  |ax| ein
no € N, so dass

Z |ak|<*

kl’lo

Daraus folgt

no 1
‘A ak‘—)zak‘ 2|ﬂk\<—
Sei N so groB gewihlt, dass
{7(0),7(1),...,7(M)} D {0,1,2,...,np— 1}.

Dann gilt fiir alle m > N

‘ i (k) — ) ‘ 2 (ke
k=0

die umgeordnete Reihe konvergiert also gegen denselben Grenzwen wie die
Ausgangsreihe. Dass die umgeordnete Reihe wieder absolut konvergiert, folgt
aus der Anwendung des gerade Bewiesenen auf die Reihe ¥, |ay|.

Fafs

k=0

€
zak A‘ |ak|+5<€,

(7.9) Wir zeigen an einem Beispiel, dass der Satz 8 falsch wird, wenn man
nicht verlangt, dass die Reihe absolut konvergiert. Dazu verwenden wir die
nach (7.3) konvergente alternierende harmonische Reihe

LI
2 = sty =g+

_ ) & (_l)r(n)fl
Behauptung. Es gibt eine Umordnung mit 2 ———— =oo.

n=1 T(n)
Beweis. Wir betrachten die Glieder ungerader Ordnung der gegebenen Reihe
von zn—lﬂ bis ﬁ Fiir jedes n > 1 gilt
1 1

! !
on=1, =,
T R TN SRR Vs gy i il 4

Deshalb divergiert folgende Reihen-Umordnung bestimmt gegen —+oo:
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1 1
I-2+35-3

1 1 1

+ (5+7) %
1 1 1 1 1

+ (g+ir+ntis) s

-

+< I S — ) !
241 243 T 1) 202

+ ..

Man beachte, dass in der Umordnung alle mit Minuszeichen behafteten Glie-
der gerader Ordnung einmal an die Reihe kommen, aber mit immer groferer
Verzogerung gegeniiber den positiven Gliedern ungerader Ordnung. Deshalb

konnen die Partialsummen iiber alle Grenzen wachsen.

Dies Gegenbeispiel zeigt also, dass fiir nicht absolut konvergente unendliche
Summen das Kommutativgesetz nicht gilt.

AUFGABEN

7.1. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz:
( n-+ l)nfl
(=n)"

n+4

> n! > pt it
;ﬁ’ ngbﬁ’ zn2—3n—|—l’

n=0

7.2. Sei (ay)nx1 eine Folge reeller Zahlen mit |a,| < M fiir alle » > 1. Man

zeige:

a) Fiir jedes x € R mit |x| < 1 konvergiert die Reihe

S(x) = ilanx”.

b) Ista; # 0, so gilt

f(x)#0 firallex € Rmit0 < |x| <

|ai]

2M°

7.3. (Wurzelkriterium) Sei Y, a, eine unendliche Reihe. Es gebe ein 0 mit

0 <0< 1undeinny > 0, so dass
Van| <8 furalle n > ny.

a) Man beweise, dass die Reihe absolut konvergiert.
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b) Man zeige, dass die Bedingung
Vl]an| <1 fiiralle n > no.
nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe Y a, ist. Ist dies eine not-
wendige Bedingung?
7.4. Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen mit lim,,—... a, = 0. Die Folge (A )ren
werde definiert durch
Ay == 3ao,
Ay = %021#2 +ax_1+ %azk firk>1.

Man beweise: Konvergiert eine der beiden Reihen
2 an , 2 Ay,
n=0 k=0
so konvergiert auch die zweite gegen denselben Grenzwert.

7.5. Unter Benutzung der Summe der Leibniz’schen Reihe (7.4) beweise man
< 16
=2 S —
T +k§1 @k —3)(16K2—1)
Man vergleiche die Konvergenz-Geschwindigkeit der Leibniz’schen Reihe und

der obigen Reihe. (Die Reihe eignet sich gut zu kleinen Programmier-Experi-
menten!)

7.6. Die bijektive Abbildung T : N — N sei eine beschrankte Umordnung, d.h.
es gebe ein d € N, so dass
|t(n) —n| <d fiurallen € N.
Man beweise: Eine Reihe Y, a, konvergiert genau dann, wenn die Reihe
Y=o Gr(n) konvergiert.
7.7. Sei Y a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe reeller
Zahlen. Man beweise:
a) Zu beliebig vorgegebenem ¢ € R gibt es eine Umordnung ¥ ay(,), die ge-
gen c¢ konvergiert.
b) Es gibt Umordnungen, so dass 3.y, bestimmt gegen +eo bzw. —eo diver-
giert.
¢) Es gibt Umordnungen, so dass ¥ aq(,) weder konvergiert noch bestimmt
gegen oo divergiert.
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§ 8 Die Exponentialreihe

Wir behandeln jetzt die Exponentialreihe, die neben der geometrischen Reihe die
wichtigste Reihe in der Analysis ist. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion beweisen wir mithilfe eines allgemeinen Satzes iiber das sog. Cauchy-Produkt
von Reihen.

Satz 1. Fiir jedes x € R ist die Exponentialreihe
o
exp(x) = ) —
p(x) 2

absolut konvergent.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Quotienten-Kriterium (§7, Satz 7). Mit
ay, :=x"/n! gilt fur alle x # 0 und n > 2|x|
i _1

- <=, ged
ntl S0 9f

pt1 ntl .n!

an

f‘ X
RIS

Mit der Exponentialreihe definiert man die beriihmte Eulersche Zahl

=

1 11
e=exp(l)= 2;:1+1+§+§+...:2.7182818....
¥ !

n
Bemerkung. Eine dquivalente Definition e = lim (1 + %) werden wir spiter

n—oo

in (15.12) kennenlernen.

Satz 2 (Abschitzung des Restglieds). Es gilt

N X"
exp(x) = 2 - + Ry+1(x),
n=0""

wobei
|x|N+1

<o
|RN+|(X)| =X 2(N+1)'

fiir alle x mit [x| < 1+ IN.
Bei Abbruch der Reihe ist also der Fehler in dem angegeben x-Bereich dem

Betrage nach hochstens zweimal so grofl wie das erste nicht berticksichtigte
Glied.
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Beweis. Wir schitzen den Rest Ry (x) = X5y, X"/n! mittels der geometri-
schen Reihe ab. Es ist

oo

Jx|”
Rvi1(0)] < 3 —F

nn1 Mt
N+1 2
LA .
N+1!'U T N+2 T (NF2)(N+3)

¥ {1+ x| + x| )2+( x| )3+ )
N+1) N+2 \N+2 N+2 A

Fir |x] < 1+ %N ist der Ausdruck innerhalb der geschweiften Klammer
<1431+ 4+1+...=2, woraus die Behauptung folgt.

N

Numerische Berechnung von e

Wir benutzen die Fehler-Abschitzung, um e = exp(1) mit hoher Genauigkeit
zu berechnen. Aus Satz 2 folgt fiir k > 1, dass Ry 1 (1) < 1/k!, d.h. bei Abbruch
der Reihe fiir e ist der Fehler hochstens so grofl wie das letzte beriicksichtigte
Glied. Die Partialsummen Sy, := 2’5:0 1/v! kann man rekursiv durch

Uk—1
So:i=up:=1, up:= ©
berechnen. Um eine vorgegebene Fehlerschranke € > 0 zu unterschreiten,
braucht man nur solange zu rechnen, bis u; < € wird. Wir schreiben eine
ARIBAS-Funktion euler (n), die e auf » Dezimalstellen mit einem Fehler
< 107" ausrechnet. Dabei verwenden wir Ganzzahl-Arithmetik und multipli-

Sk = Sk_1 +uy, (k>0)7

function euler(n: integer): integer;

var
S, u, k: integer;
begin
S :=u := 10** (n+5) ;
k := 0;
while u > 0 do
k := k+1;
u := u div k;
S := S+u;
end;

writeln("Euler number calculated in ",k," steps");
return (S div 10**5);
end.
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zieren alle Groflen mit 10”. Dann braucht nur bis auf € = 1 genau gerechnet
zu werden. Zur Berlicksichtigung von Rundungsfehlern rechnen wir noch mit
5 Stellen mehr. In diesem Code ist u div k (wie in PASCAL) die Integer-
Division, d.h. es wird die ganze Zahl |u/k| berechnet, die vom exakten Er-
gebnis v/k um weniger als 1 abweicht. Da u ganzzahlig ist, wird die while-
Schleife abgebrochen, sobald « < 1 ist, und der gesamte akkumulierte Run-
dungsfehler ist hochstens gleich der Anzahl der Schleifen-Durchgidnge. So-
lange diese kleiner als 103 bleibt, wird die angestrebte Genauigkeit erreicht.
Testen wir die Funktion mit » = 100, ergibt sich

==> euler(100).

Euler number calculated in 73 steps

-: 271828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 _

47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353 54759 45713

82178 52516 64274

Dies ist natiirlich als e = 2.71828. .. zu interpretieren. Hier wurde also in 73
Schritten e auf 100 Dezimalstellen genau berechnet. Wir ersparen uns Tests
mit héherer Stellenzahl (etwa n = 1000 oder » = 10000), die die Leserin leicht
selbst durchfiihren kann.

Cauchy-Produkt von Reihen

Zum Beweis der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion beniitzen wir
folgenden allgemeinen Satz iiber das Produkt von unendlichen Reihen.

Satz 3 (Cauchy-Produkt von Reihen). Es seien Y."_a, und ¥, _ob, absolut
konvergente Reihen. Fiir n € N werde definiert

n
Cpi= Zakbn_k =aob, +aib,_1+...+apby.
k=0

Dann ist auch die Reihe ¥.,._, ¢, absolut konvergent mit
Ya=(Xa) (X o)
n=0 n=0 n=0

Beweis. Die Definition des Koeffizienten ¢, 1dsst sich auch so schreiben:
en= Y {agby :k+€=n}.

Es wird dabei iiber alle Indexpaare (k,¢) summiert, die in N x N auf der Dia-
gonalen k + ¢ = n liegen. Deshalb gilt fiir die Partialsumme

N
Cv:= Y cn= 2 {arbs: (k,{) € Ay},
n=0
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wobei Ay das wie folgt definierte Dreieck in N x N ist:
Ay :={(k,0) eNxN:k+¢ <N}, vglBild8.1.

(0,N) (N,N)

Ov

(N,0) Bild 8.1

Multiplizieren wir die Partialsummen

N N
Ay = Zan und By := an
n=0 n=0

aus, erhalten wir als Produkt

ANBy = Z{akb(g : (k,0) € On},
wobei Qy das Quadrat

Onv:={(k,{) eNxN: 0<k<N,0< LN}
bezeichnet. Da Ay C Qy, konnen wir schreiben

ANBy —Cn = Y {agby : (k,0) € Oy~ An}.

Fiir die Partialsummen
N N
A=Yl By=3 [bl
n=0 n=0

erhidlt man wie oben
AyBy = D {laxllbe| = (k,0) € On}-

Da QLN/2J C Ay, folgt Oy N Ay C Oy QLN/2J , also
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|[AnBy —Cn| < D {larllbe| : (k,€) € On~ OQnpa)}
= ANBy — Ay Buys -
Da die Folge (43Bj;) konvergiert, also eine Cauchy-Folge ist, strebt die letzte
Difterenz fiir N — oo gegen 0, d.h.
li = lim AyBy = lim Ay lim By.
im v = fim AwBy = im A im, By

Damit ist gezeigt, dass Y. ¢, konvergiert und die im Satz behauptete Formel
iiber das Cauchy-Produkt gilt. Es ist noch die absolute Konvergenz von Y. ¢,
zu beweisen. Wegen

n
lenl < Y lawlbus]
k=0
ergibt sich dies durch Anwendung des bisher Bewiesenen auf die Reihen Y, |a,|

und Y, |b,|.

Bemerkung. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist wesentlich fiir
die Giiltigkeit von Satz 3, vgl. Aufgabe 8.2.

Satz 4 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir alle x,y € R gilt
exp(x+y) = exp(x) exp(y).

Bemerkung. Diese Funktionalgleichung heif3t auch Additions-Theorem der Ex-
ponentialfunktion.

Beweis. Wir bilden das Cauchy-Produkt der absolut konvergenten Reihen
exp(x) = Xx"/n! und exp(y) = Xy /n!. Fiir den n-ten Koeffizienten der Pro-
duktreihe ergibt sich mit dem binomischen Lehrsatz

S xk ynik 1 & (n k. n—k 1 n
C"‘,{%Fm-mfﬂ%(;«)” =

Also folgt exp(x) exp(y) =X %(x +y)" =exp(x+y), q.e.d.

Corollar. a) Fiir alle x € R gilt exp(x) > 0.

b) Fiir alle x € R gilt exp(—x) =

exp(x)’
¢) Fiir jede ganze Zahl n € 7 ist exp(n) = "
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Beweis. b) Aufgrund der Funktionalgleichung ist
exp(x) exp(—x) = exp(x —x) = exp(0) =1,

also insbesondere exp(x) # 0 und exp(—x) = exp(x) .

a) Fiir x > 0 sicht man an der Reihendarstellung, dass

2
exp(x):1+x+z+...2l>0.

Istx < 0, so folgt —x > 0 also exp(—x) > 0 und damit
exp(x) = exp(—x) "' > 0.

¢) Wir zeigen zunidchst mit vollstdndiger Induktion, dass fiir alle » € N gilt
exp(n) = ¢€".
Induktionsanfang n = 0. Es ist exp(0) = 1 = ¢°.

Induktionsschritt n — n+ 1. Mit der Funktionalgleichung und Induktionsvor-
aussetzung erhélt man

exp(n+1) =exp(n)exp(1) = e"e ="+

Damit ist exp(n) = " fiir n > 0 bewiesen. Mittels b) ergibt sich daraus
1 1 n

exp(fn):exp( ):—nze furallen € N.
n €

Somit gilt exp(n) = ¢” fiir alle ganzen Zahlen n.

Bemerkung. Die Formel c) des Corollars motiviert die Bezeichnung Exponen-
tialfunktion. Man kann sagen, dass exp(x) die Potenzen €”, n € Z, interpoliert
und so auf nicht-ganze Exponenten ausdehnt. Man schreibt deshalb auch sug-
gestiv e* fir exp(x). Die Formel zeigt auch, dass es geniigt, die Werte der
Exponentialfunktion im Bereich f% <x< % zu kennen, um sie fiir alle x zu
kennen. Denn jedes x € R lésst sich schreiben als x = n+ & mit n € Z und
|&| < } und es gilt dann

exp(x) = exp(n+ &) = " exp(E).
Da |E| klein ist, konvergiert die Exponentialreihe fiir exp(&) besonders schnell.

AUFGABEN

8.1. a) Sei x > 1 eine reelle Zahl. Man zeige, dass die Reihe
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absolut konvergiert. (Die Zahlen (%) wurden in Aufgabe 1.2 definiert.)
b) Man beweise die Funktionalgleichung
s(x+y) =s(x)s(y) furallex,y>1.

¢) Man berechne s(n+ %) fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1.

8.2. Fiir n € N sei

CU" Z b

-—— u Cpi= Y an_iby.

\/m n = n—kOk

Man zeige, dass die Reihen Y ;a, und X" b, konvergieren, ihr Cauchy-
Produkt Y ¢, aber nicht konvergiert.

a,:=b, =

8.3. Sei A(n) die Anzahl aller Paare (k,¢) € N x N mit
n=1Ir*+0.

Man beweise: Fiir alle x mit |x| < 1 gilt
o y e
(Zx”2> = ZA(n)x".
n=0 n=0

8.4. Sei M ={1,2,4,5,8,10,16,20,25, ...} die Menge aller natiirlichen Zah-
len > 1, die durch keine Primzahl # 2.5 teilbar sind. Man betrachte die zu M
gehorige Teilreihe der harmonischen Reihe und beweise

1 5
>1-2

nem ™
Anleitung. Man bilde das Produkt der geometrischen Reihen >.27"7 und Y, 57".

8.5. (Verallgemeinerung von Aufgabe 8.4.) Sei P eine endliche Menge von
Primzahlen und A () die Menge aller natiirlichen Zahlen > 1, in deren Prim-
faktor-Zerlegung hochstens Primzahlen aus 2 vorkommen (Existenz und Ein-
deutigkeit der Primfaktor-Zerlegung sei vorausgesetzt.) Man beweise, dass

1 1\-!
y -= H(1—7> < oo,
nen(e)"? per P
Bemerkung. Ist P die Menge aller Primzahlen, so besteht A () aus allen
natiirlichen Zahlen > 1. Daraus kann man nach Euler folgern, dass es unend-

lich viele Primzahlen gibt. Gébe es nur endlich viele, wiirde die harmonische
Reihe konvergieren.
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§ 9 Punktmengen

In diesem Paragraphen behandeln wir die Begriffe Abzihlbarkeit und Uberabzzhl-
barkeit und beweisen insbesondere, dass die Menge aller reellen Zahlen nicht abzéhl-
bar ist. Weiter beschéftigen wir uns mit dem Supremum und Infimum von Mengen
reeller Zahlen und definieren den Limes superior und Limes inferior von Folgen.

Bezeichnungen. Wir verwenden folgende Bezeichnungen fiir Intervalle auf
der Zahlengeraden R.
a) Abgeschlossene Intervalle. Seien a,b € R, a < b. Dann setzt man
[a,b] :={x e Ria <x < b}.
Fiir a = b besteht [a, b] nur aus einem Punkt.
b) Offene Intervalle. Seien a,b € R, a < b. Man setzt
la,bl:={xeRia <x < b}.
c¢) Halboffene Intervalle. Fiir a,b € R, a < b sei
[a,b] == {x e Ria <x < b},
la,b] := {x e Ria <x < b}.

d) Uneigentliche Intervalle. Sei a € R. Man definiert

[a, 4o := {xeR:x > a},
la,+eo[ := {x e Rix > a},
|—o0,a] := {x e Rix < a},
|—oo,a] := {x e Rix < a}.

Weitere Bezeichnungen:

R4 = {x e Rix > 0},
R* := {x € Rix # 0},
RY = Ry NR*={x € R:ix >0} =]0,+oo[.

Die reelle Zahlengerade R wird manchmal auch mit ] —oe, 4-co[ bezeichnet.



§9 Punktmengen 83

Mengen und Folgen

Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann heif3t die Menge
M :={a,;neN}

die der Folge (an)nen unterliegende Menge. Verschiedene Folgen konnen die-
selbe unterliegende Menge haben, wie folgendes Beispiel zeigt:

Die Folgen (a,)nen und (b, )nen mit a, = (—1)" und b, = (—1)"*! sind ver-
schieden, sie haben jedoch beide dieselbe unterliegende Menge, ndmlich
{-1,+1}.

Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit

Definition. Eine nichtleere Menge A4 heifit abzdhlbar, wenn es eine surjek-
tive Abbildung N — 4 gibt, d.h. wenn eine Folge (x,),en existiert, so dass
A = {x,:n € N}. Die leere Menge wird ebenfalls als abzihlbar definiert. Eine
nichtleere Menge heif3t iiberabzdhlbar, wenn sie nicht abzéhlbar ist.

Bemerkung. Jede endliche Menge 4 = {ay, .. .,a,} ist abzdhlbar. Eine surjek-
tive Abbildung T:N — 4 kann man wie folgt definieren: Man setze t(k) := ay
fir 0 < k < nund 1(k) := a, fir k > n. Eine nicht-endliche abzihlbare Menge
nennt man abzéhlbar unendlich. Man kann sich leicht tiberlegen, dass es zu je-
der abzdhlbar unendlichen Menge M sogar eine bijektive Abbildung N — M
gibt.

Beispiele

(9.1) Die Menge N aller natiirlichen Zahlen ist abzéhlbar, denn die identische
Abbildung N — N ist surjektiv. Jede Teilmenge M C N ist entweder endlich
oder abzéhlbar unendlich. Ist M C N eine nicht-endliche Teilmenge, so erhilt
man eine bijektive Abbildung 6: M — N z.B. so: Fiir n € M sei 6(n) = k, wobei
k die Anzahl der Elemente von

M,:={xeM:x<n}
ist.
(9.2) Die Menge Z aller ganzen Zahlen ist abzdhlbar. Denn Z ist unterliegende
Menge der Folge

(x0,x1,x2,...) :==(0,+1,—1,42,-2,...).
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(Esistxg =0und xp;_| =k, xpp = —kfurk > 1.)

Satz 1. Die Vereinigung abzdhlbar vieler abzdhlbarer Mengen M,, n € N, ist
wieder abzdhlbar.

Beweis. Sei M;, = {x,;n,: m € N}. Wir schreiben die Vereinigungsmenge U,y Mn
in einem quadratisch unendlichen Schema an.

Moy: xo0 —Xx01 X2 —X03

/!

Mi:xio x11 X2 x;3 -

VS S
My:xo  x21 X222 X23

s/
Ms:ixzo  x31 X320 X33

e

x40--.

Die durch die Pfeile angedeutete Abzidhlungsvorschrift liefert eine Folge

(Y0, 71,32, -+ +) = (X00,X01,X10,X20,X11,X02,X03,X12; - - -),
fir die U,ey My = {yn:n € N}, qe.d.

Corollar 1. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Da die Menge Z aller ganzen Zahlen abzdhlbar ist, ist fiir jede feste
natiirliche Zahl £ > 1 die Menge

n
Ay = {%. ne Z}
abzéhlbar. Da Q = ;> 4, ist nach Satz 1 auch Q abzihlbar.

Aus Satz 1 lassen sich weitere interessante Folgerungen ziehen. Betrachten wir
etwa die Menge aller in einer gewissen Programmier-Sprache, z.B. in PAS-
CAL, geschriebenen Programme. Jedes einzelne solche Programm kann man
darstellen als eine endliche Folge von Bytes. (Natiirlich ist nicht jede endliche
Byte-Folge ein giiltiges PASCAL-Programm.) Daraus folgt, dass die Menge
P, aller PASCAL-Programme, die eine Ldnge von » Bytes haben, endlich, al-
so auch abzihlbar ist. Daher ist die Vereinigung J,,~ P, ebenfalls abzihlbar.
Damit haben wir bewiesen:
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Corollar 2. Die Menge aller méglichen PASCAL-Programme ist abzdhlbar.

Nennt man eine reelle Zahl x berechenbar, wenn es ein Programm gibt, das bei
Eingabe einer natiirlichen Zahl » die Zahl x mit einem Fehler < 27" berechnet
(dhnlich wie wir es in §8 fiir die Zahl e durchgefiihrt haben), so folgt, dass
es nur abzdhlbar viele berechenbare reelle Zahlen gibt, was im Kontrast zu
dem nachfolgend bewiesenen Satz steht, dass die Menge aller reellen Zahlen
iiberabzihlbar ist. Nicht alle reellen Zahlen sind also berechenbar.

Bemerkung. Natiirlich kann man auf einem konkreten Computer wegen der
Endlichkeit des Speicherplatzes i.Allg. eine reelle Zahl nicht mit beliebiger
Genauigkeit berechnen. Deshalb legt man in der theoretischen Informatik das
Modell der sog. Turing-Maschine zugrunde, die zwar nur endlich viele Zustén-
de hat und von einem endlichen Programm gesteuert wird, aber fiir die Ein-
und Ausgabe ein nach zwei Richtungen unendliches Band zur Verfiigung hat.
Zu jedem Zeitpunkt sind aber nur endlich viele Zellen des Bandes beschrieben.
(Eine Definition der Turing-Maschinen findet man in fast allen Lehrbiichern
der Theoretischen Informatik, z.B. in [HU]. Dem Leser, der sich fiir die lo-
gischen Aspekte der Berechenbarkeit reeller Zahlen interessiert, sei das Buch
[Br] empfohlen.)

Satz 2. Die Menge R aller reellen Zahlen ist iiberabzdihlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass sogar das Intervall / := |0, 1[ nicht abzahlbar ist. Dazu
geniigt es offenbar, folgendes zu beweisen: Zu jeder Folge (x,),>1 von Zahlen
X € I gibt es eine Zahl z € I mit z # x,, fir alle » > 1. Zum Beweis verwenden
wir das sog. Cantorsche Diagonalverfahren. Die Dezimalbruch-Entwicklungen
der Zahlen x,, seien

x1 = O.ayjapnais...
xy = O.apjanar;...
x3 = O.az1a3a33 . ..

Wir definieren die Zahl z € I durch die Dezimalbruch-Entwicklung

Z:().C]CQC3...,



86 89 Punktmengen

wobei
{ anp +2, falls a,, < 5,
Cpi=
! A — 2, falls apy, > 5.

Es gilt also |c, — ap,| = 2 fiir alle n > 1, woraus folgt |z —x,,| > 107" fur alle
n, d.h. z ist verschieden von allen Gliedern der Folge (x,), g.e.d.

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass jedes nichtleere offene Intervall |a, b] tiber-
abzdhlbar ist. Denn durch die Zuordnung

x—a

b—a
wird ]a, b[ bijektiv auf |0, 1] abgebildet.

X

Corollar. Die Menge der irrationalen Zahlen ist iiberabzdhlbar.

Beweis. Angenommen, die Menge R \ QQ der irrationalen Zahlen wére abzéhl-
bar. Da Q abzihlbar ist, wire nach Satz 1 auch R = (R~ Q) UQ abzéhlbar,
Widerspruch!

Bemerkung. Ebenso zeigt man, dass die Menge der nicht berechenbaren re-
ellen Zahlen iiberabzdhlbar ist, es gibt also mehr nicht berechenbare als be-
rechenbare reelle Zahlen. Zur Beruhigung der Leserin sei jedoch gesagt, dass
alle interessanten reellen Zahlen berechenbar sind. (Natiirlich ist es eine Frage
des Geschmacks, welche Zahlen man als interessant betrachtet, und dariiber
lasst sich streiten .. ..)

Beriihrpunkte, Haufungspunkte

Definition. Sei 4 C R eine Teilmenge der Zahlengeraden und a € R.

a) Der Punkt a heif3t Beriihrpunkt von A, falls in jeder e-Umgebung von a
Ug(a) :==]a—¢,a+e[, €>0,

mindestens ein Punkt von A4 liegt.

b) Der Punkt a heit Hiufungspunkt von 4, falls in jeder e-Umgebung von a
unendlich viele Punkte von A4 liegen.

Bemerkungen.

1) Jeder Punkt a € 4 ist trivialerweise Berithrpunkt von 4.
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2) a ist genau dann Beriithrpunkt von 4, wenn es eine Folge (a,) von Punk-
ten a, € A mit lim a, = a gibt. Ist ndmlich die Bedingung a) der Definition
n—ro0
erfiillt, so wéhle man fiir jedes » > 1 einen Punkt a, € U} /,(a) N A. Damit gilt
offensichtlich lim a, = a. Die Umkehrung ist klar.
n—00

3) a ist genau dann Haufungspunkt von A, wenn a Beriihrpunkt von 4 \ {a}
ist. Dann gibt es ndmlich eine Folge (a,)sen von Punkten a, € 4 \ {a} mit
1Lngo a, = a, und unter diesen Punkten miissen unendlich viele verschiedene
gein.

4) Nach der Definition in § 5 ist ein Punkt ¢ € R Héufungspunkt einer Folge
(an)nen, wenn es eine Teilfolge gibt, die gegen a konvergiert. Dies kann man
so umformulieren: a ist genau dann Haufungspunkt der Folge (ay,), wenn es zu
jeder e-Umgebung von @ unendlich viele Indizes n € N gibt, so dass a, € Ug(a).
Daraus folgt jedoch nicht, dass a Haufungspunkt der der Folge (a,) unterlie-
genden Menge {a, : n € N} sein muss, denn diese Menge konnte endlich sein
(z.B. fiir die konstante Folge a,, = a fiir alle n).

Beispiele

(9.3) Die beiden Randpunkte a, b des offenen Intervalls / = |a,b][ C R, (a < b),
sind Beriihrpunkte und Héufungspunkte von /, aulerdem alle Punkte von /
selbst.

(9.4) Die Menge 4 := {% :neN,n> 1} hat 0 als einzigen Haufungspunkt,
die Menge aller Beriihrpunkte von 4 ist 4 U {0}.

(9.5) Jede reelle Zahl x € R ist Hiufungspunkt der Menge Q der rationalen
Zahlen. Jedes x € R ist auch Haufungspunkt der Menge R \ Q der irrationalen

Zahlen. Man driickt dies auch so aus: Sowohl die rationalen Zahlen als auch
die irrationalen Zahlen liegen dicht in R.

Supremum und Infimum von Punktmengen
Definition. Eine Teilmenge 4 C R heiflt nach oben (bzw. nach unten) be-
schrinkt, wenn es eine Konstante K € R gibt, so dass

x<K (bzw.x>K) firalle x € 4.

Man nennt dann K obere (bzw. untere) Schranke von A. Die Menge A heifit
beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt ist.
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Bemerkungen. a) Eine Teilmenge 4 C R ist genau dann beschrinkt, wenn es
eine Konstante M > 0 gibt, so dass |x| < M fiir alle x € 4.

b) Eine Folge ist genau dann nach oben (bzw. unten) beschriankt, wenn die ihr
unterliegende Menge nach oben (bzw. unten) beschrénkt ist (vgl. die Definition
der Beschrénktheit von Folgen in §4).

Definition. Sei 4 eine Teilmenge von R. Eine Zahl K € R heifit Supremum
(bzw. Infimum) von A, falls K kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke
von 4 ist.

Dabei heifit K kleinste obere Schranke von 4, falls gilt:

i) K ist eine obere Schranke von 4.
ii) Ist K’ eine weitere obere Schranke von 4, so folgt K < K'.
Analog ist die groite untere Schranke von A definiert.

Es ist klar, dass die kleinste obere Schranke (bzw. grofite untere Schranke) im
Falle der Existenz eindeutig bestimmt ist. Man bezeichnet sie mit sup(4) bzw.
inf(4).

Satz 3. Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrinkte Teilmenge A C R
besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Beweis. Sei A C R nichtleer und nach oben beschriankt. Dann gibt es ein Ele-
ment xo € 4 und eine obere Schranke Ky von 4. Wir konstruieren jetzt durch
Induktion nach » eine Folge von Intervallen

[x0,Ko0] D [x1,K1] D ... D [xn, Ki] D [Xnt1,Knt1] D --.
so dass fiir alle » gilt:
1) x,€d,
(2) K, istobere Schranke von 4,
3)  Ky—x, <27"(Ko—xp).
Fiir » = 0 haben wir die Wahl von x¢ und Ky schon durchgefiihrt.

Induktions-Schritt n — n+ 1. Sei M := (K, +x,,)/2 die Mitte des Intervalls
[X, Kn]. Es konnen zwei Fille auftreten:

1. Fall: 4N]M,K,] = 0. Dann ist M eine obere Schranke von 4 und wir defi-
nieren x;41 := x, und K, := M.
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2. Fall: AN]|M,K,] # 0. Dann gibt es einen Punkt x, ] € 4 mit x,,41 > M. In
diesem Fall setzen wir K11 := K.

In jedem der beiden Fille gelten fiir x,,; und K, wieder die Eigenschaften
(1) bis (3).

Nun ist (K,)nen eine monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge,
konvergiert also nach §5, Satz 7 gegen eine Zahl K. Wir zeigen, dass K kleinste
obere Schranke von 4 ist.

1) Fiir jedes x € 4 gilt x < K, fiir alle n. Daraus folgt x < K. Dies zeigt, dass K
obere Schranke von 4 ist.

ii) Sei K’ eine weitere obere Schranke von 4. Angenommen, es wiirde gelten
K' < K.DaK—K' >0, gibt es ein n, so dass

Kn—x, <27"(Ko—x0) < K—K' < K,— K.

Dann folgt K’ < x,,, was im Widerspruch dazu steht, dass K’ obere Schranke
von 4 ist. Also muss K < K’ sein, d.h. K ist kleinste obere Schranke von 4.
Wir haben somit die Existenz des Supremums von 4 bewiesen.

Die Existenz des Infimums zeigt man analog.
Beispiele

(9.6) Fiir das abgeschlossene Intervall [a, 5], a < b, gilt
sup([a,b]) =b und inf([a,b]) =a.

(9.7) Fiir das offene Intervall |a, b[, a < b, gilt ebenfalls
sup(Ja,b[) =b und inf(Ja,b]) =a.

Wir beweisen, dass b kleinste obere Schranke von ]a, b[ ist. Zundchst ist klar,
dass b obere Schranke ist. Um zu zeigen, dass b sogar kleinste obere Schranke
ist, betrachten wir irgend eine obere Schranke K des Intervalls. Die Punkte
Xy :=b—27"(b—a) liegen fiir n > 1 alle im Intervall |a, b[, also ist x, < K. Da
lim,, X, = b, folgt b < K. Also ist b kleinste obere Schranke.

(9.8) Fiir 4 := { ne N} gilt sup(4) = 1.

n
n+1
n2
9.9) Fiir 4 = { T:n € N} gilt sup(4) = §.
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Bewelis. % ist obere Schranke von 4, denn

n

9
27<1<§ fur alle n#37
vgl. Aufgabe 3.1, und ;—i = % AuBerdem ist % kleinste obere Schranke, da
9

g €A

8

Maximum, Minimum. Wie diese Beispiele zeigen, kann es sowohl vor-
kommen, dass sup(4) in 4 liegt, als auch, dass sup(A4) nicht in 4 liegt. Falls
sup(A4) € 4, nennt man sup(4) auch das Maximum von A. Ebenso heift inf(4)
das Minimum von 4, falls inf(4) € 4.

In jedem Fall existiert jedoch, wie aus dem Beweis von Satz 3 hervorgeht, eine

Folge x, € 4, n € N, mit lim x,, = sup(4) und eine Folge y, € 4, n € N, mit
n—oo

lim y,, = inf(4), d.h. sup(4) und inf(4) sind Berithrpunkte von 4.

Nn—o0

Bezeichnung. Falls die Teilmenge 4 C R nicht nach oben (bzw. nicht nach

unten) beschrénkt ist, schreibt man

sup(4) = +eo  bzw. inf(4) = —co.
Limes superior, Limes inferior

Definition. Sei (a,),cn eine Folge reeller Zahlen. Dann definiert man

lim supa, := lim (sup{ay:k > n}),
n—o0

n—oco
lim infa, := lim (inf{ay:k > n}).
n—oo n—oo

Eine andere Schreibweise ist lim fiir lim sup und lim fiir lim inf.

Bemerkung. Die Folge (sup{ax:k > n}),en ist monoton fallend (oder
identisch +o0) und die Folge (inf{ax:k > n}),cn ist monoton wachsend (oder
identisch —oo). Daher existieren lim supa, und lim infa, immer eigentlich
oder uneigentlich, d.h. sie sind entweder reelle Zahlen oder es gilt lim supa, =
deo bzw. lim infa,, = +eo.
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Beispiele
(9.10) Wir betrachten die Folge a,, := (—1)"(1+ %), n > 1. Hier ist

1+1,  falls n gerade,
suplag:k > nj = { 1+ l falls » ungerad
P gerade.

Also gilt lim supa, = 1.

n—oo

Entsprechend hat man

1
inflagk > ) = { - 1), falls n ungerade,

1), falls n gerade.

Daraus folgt lim infa, = —1.
n—oo

(9.11) Fiir die Folge a,, :=n, n € N, gilt
sup{ax:k > n} = oo,
inf{lax:k > n} = n.

Daraus folgt lim supa,, = e und lim infa,, = co.

N—00 n—oo
Satz 4 (Charakterisierung des Limes superior). Sei (ay),en eine Folge reeller
Zahlen und a € R. Genau dann gilt

lim supa, = q,

n—oo

wenn fiir jedes € > 0 die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind.:
i) Fiir fast alle Indizes n € N (d.h. alle bis auf endlich viele) gilt
ay < a-+¢€.
i) Es gibt unendlich viele Indizes m € N mit

ay, > a—¢.

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen
Ap:={ap:k>=n} und s,:=supd,.

a) Sei zunéchst vorausgesetzt, dass lim supa, = a, d.h. lim,_,..s, = a, und sei
€ > 0 vorgegeben. Da die Folge (s,,) monoton fillt, gilt s, > a fiir alle #. Daraus
folgt Bedingung ii). Andrerseits gibt es ein N € N, so dass s, < a+ ¢ fiir alle
n > N. Daraus folgt a, < a+¢ firallen > N.
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b) Seien umgekehrt die Bedingungen i) und ii) erfiillt. Aus ii) folgt, dass
sp > a— ¢ fur alle n und alle € > 0, also lim, .5, > a. Wegen i) gibt es zu
e>0ein N € N, so dass a, < a+¢ fiir alle n > N, woraus folgt s,, < a + € fiir
n > N. Insgesamt folgt lims, = a, q.e.d.

Bemerkung. Analog zu Satz 4 gilt folgende Charakterisierung des Limes infe-
rior: lim infa, = a genau dann, wenn fiir jedes € > 0 gilt: (i) a, > a — € flir fast
alle », und (ii) a, < a+ ¢ fiir unendlich viele » € N.

AUFGABEN

9.1. Eine Zahl x € R heif3t algebraisch, wenn es eine natiirliche Zahl » > 1 und
rationale Zahlen ay,ay, ... ,a, € Q gibt, so dass

a4+ +a,1x+a,=0.
Man beweise: Die Menge 4 C R aller algebraischen Zahlen ist abzéhlbar.
Hinweis. Man zeige dazu, dass die Menge aller Polynome mit rationalen Ko-

effizienten abzdhlbar ist und benutze (ohne Beweis), dass ein Polynom n-ten
Grades hochstens 7 Nullstellen hat.
9.2. Man beweise:
a) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzéhlbar.
b) Die Menge aller Teilmengen von N ist {iberabzihlbar.
9.3. Man zeige, dass die Abbildung
TNxN—N, 1t(n,m):= %(n—l—m—l— 1) (n+m)+n,
bijektiv ist.
9.4. Es sei a € R, und & eine natiirliche Zahl > 2. Man zeige

sup{x € Q: ¥ <a} = Va.

9.5. a) Man beweise das Dedekindsche Schnittaxiom:

Seien 4, B C R nicht-leere Teilmengen von R mit 4 UB = R, so dass fiir alle
x €A undy € B giltx < y. Dann gibt es genau ein s € R mit

x<s<y firallexe4undye€B.

b) Man zeige, dass in einem angeordneten Korper das Dedekindsche Schnitt-
axiom das Archimedische Axiom und das Vollstdndigkeits-Axiom impliziert.
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9.6. Sei (a,)nen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Man zeige: Genau dann
gilt lim sup a,, = a, wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

n—oo

a) Es gibt eine konvergente Teilfolge (ap, )ken von (a,) mit klim ap, = a.

b) Fiir jede konvergente Teilfolge (am, )ken von (ay) gilt l}im am, < a.

9.7. Sei (a,)nen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen und A die Menge ihrer
Héaufungspunkte. Man zeige
lim supa, = supH,

n—o0

lim infa,, = infH.

n—oo

9.8. Man beweise: Eine Folge (a,),en reeller Zahlen konvergiert genau dann
gegen a € R, wenn

lim supa, = lim infa, = a.
N—>00

n—oo

9.9. Man untersuche, ob folgende Aussage richtig ist:

Eine Folge (ay)nen reeller Zahlen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn
fiir jede konvergente Teilfolge (ay,) von (a,) gilt: klim an, = a.

9.10. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Man zeige:

a) Es gilt lim sup,,_,.,a, = oo genau dann, wenn die Folge (a,,) nicht nach
oben beschrinkt ist.

b) Es gilt lim sup,,_,,,a, = —e genau dann, wenn die Folge (a,) bestimmt

gegen —oo divergiert.

9.11. Es seien (ay)nen und (b,,) nen Folgen reeller Zahlen mit lim supa,, # —eo
und lim infb,, # —eco. Man zeige:
lim supay, + lim infb, < lim sup(a, + b,) < lim supay, + lim sup b, .
n—oo n—oo n—soo n—oo n—soo

Dabei werde vereinbart g +co = eo+ g = oo fiir alle a € RU {eo}.
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§ 10 Funktionen. Stetigkeit

Wir kommen jetzt zu einem weiteren zentralen Begriff der Analysis, dem der stetigen
Funktion. Wir zeigen, dass Summe, Produkt und Quotient (mit nichtverschwindendem
Nenner) stetiger Funktionen sowie die Komposition stetiger Funktionen wieder stetig
ist.

Definition. Sei D eine Teilmenge von R. Unter einer reellwertigen (reellen)
Funktion auf D versteht man eine Abbildung f:D — R. Die Menge D heif3t
Definitionsbereich von f. Der Graph von f ist die Menge

I'r={(xy) eDxR:y=f(x)}.

Beispiele
(10.1) Konstante Funktionen. Sei ¢ € R vorgegeben.
f R —R,

x — f(x)=c.

(10.2) Identische Abbildung

idg:R — R,
X = X.
(10.3) Absolutbetrag (Bild 10.1). 7
abs:R — R, T
x e |x. |
v =|x|
X

Bild 10.1 Absolutbetrag
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(10.4) Die floor-Funktion (Bild 10.2).
floor:R — R,

x — |x].

Bild 10.2 floor-Funktion

(10.5) Quadratwurzel (Bild 10.3).
sqrt: Ry — R,
X = /.

(10.6) Exponentialfunktion (Bild 10.4).
exp:R — R,

x — exp(x).

Bild 10.4 Exponentialfunktion

(10.7) Polynomfunktionen. Seien ay,ay,...,a, € R.
PR — R,

x — px)=ax"+...+aix+ap.
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(10.8) Rationale Funktionen. Seien
p(x)=ax"+...+aix+ag,
q(x) = bpx"+...+b1x+ by

Polynome und D := {x € R : g(x) # 0}. Dann ist die rationale Funktion r = g

definiert durch
rD—R, x—rx) = px) .
q(x)
Die Polynomfunktionen sind spezielle rationale Funktionen.
(10.9) Treppenfunktionen (Bild 10.5). Seien a < b reelle Zahlen. Eine Funk-
tion @: [a,b] — R heiBt Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=H<hH<..<th_1<t,=b
des Intervalls [a, b] und Konstanten ¢y, ¢z,...,c, € R gibt, so dass
ox)=c; furallex €ly_r1,4[, (1<k<n).
Die Funktionswerte @(#) in den Teilpunkten # sind beliebig.
Y .

—_—

a tf b t3t4 t5b

Bild 10.5 Treppenfunktion

—_—

(10.10) Es gibt auch Funktionen, deren Graph man nicht zeichnen kann, z.B.
die von Dirichlet betrachtete Funktion />R — R mit
{ 1, falls x rational,

0, falls x irrational.

Jx) =

Definition (Rationale Operationen auf Funktionen). Seien f,g:D — R Funk-
tionen und A € R. Dann sind die Funktionen

f+gD—R,
Af:D—R,
fgeD—R
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definiert durch
(f+8)(x) = f(x) +g(x),
(Af)(x) == Af(x),
(f8)(x) := f(x)g(x).
Sei D' := {x € D : g(x) # 0}. Dann ist die Funktion
jgp D' - R
definiert durch

Ho-43

Bemerkung. Alle rationalen Funktionen entstehen aus idg und der konstanten
Funktion 1 durch wiederholte Anwendung dieser Operationen.

Die néchste Definition gibt ein weiteres Verfahren an, aus gegebenen Funktio-
nen neue zu konstruieren.

Definition (Komposition von Funktionen). Seien f: D — Rund g: £ — R Funk-
tionen mit /(D) C E. Dann ist die Funktion

gof:D—R
definiert durch (go 1) (x) := g (f(x)) firx € D.

(10.11) Beispiel. Sei ¢:R — R die durch g(x) = x* definierte Funktion. Dann
146t sich die Funktion abs: R — R schreiben als

abs = sqrtogq,
denn es gilt fir allex € R
(sqrtog)(x) = sqrt(g(x)) = Va2 = |x| = abs(x).

Grenzwerte bei Funktionen
Wir verbinden jetzt den Grenzwertbegriff und den Funktionsbegriff.

Definition. Sei f: D — R eine reelle Funktion auf D C R und a € R ein Beriihr-
punkt von D. Man definiert

lim f(x) =c¢,
X—a
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falls fiir jede Folge (x,)nen, Xy € D, mit lim x,, = a gilt:
N—so0

lim f(x,) =c.

n—oo

Statt lim f(x) schreibt man zur Verdeutlichung auch lim 1 (x).
X—a XZD

Bemerkung. Da a Beriihrpunkt von D ist (vgl. die Definition in § 9, Seite 86),
gibt es mindestens eine Folge (x,), x, € D, mit lim x, = a.
n—o0

Falls a € D, hat man in jedem Fall die konstante Folge x,, = a fiir alle n, so
dass dann der Limes lim f(x) im Falle der Existenz notwendig gleich f(a) ist.
X—a
Weitere Bezeichnungen
a) lim f(x) = ¢ bedeutet:
x\a

a ist Beriihrpunkt von DN}a, e und fiir jede Folge (x,,) mitx, € D, x, > a und
lim x, = a gilt

n—soco

lim f(x,) =c.

n—oo
b) lim f(x) = ¢ bedeutet:

x/a
a ist Beriihrpunkt von DN ]—eo, a[ und fiir jede Folge (x,) mit x, € D, x, < a
und lim x,, = a gilt
n—o0

lim f(x,) =c.

N—oo
c) )}1}3@ f(x) = ¢ bedeutet:

Der Definitionsbereich D ist nach oben unbeschréinkt und fiir jede Folge (x;)
mit x, € D und lim x,, = oo gilt
n—o0
lim f(x,) =c.
n—oo

Analog ist lim f(x) definiert.
X——o00
Beispiele
(10.12) limexp(x) = 1.
x—0

Beweis. Die Restgliedabschétzung aus § 8, Satz 2, liefert fiir N = 0:
lexp(x) — 1| <2|x| fur|x|<1.



§ 10 Funktionen. Stetigkeit 99

Sei (x,) eine beliebige Folge mit limx, = 0. Dann gilt |x,| < 1 fir alle n > no,
also

|exp(x,) — 1| < 2|x,| flirn>ng.
Daraus folgt lim,,_,. |exp(x,) — 1| = 0, also

lim exp(x,) =1, q.e.d.
n—soc0

(10.13) Es gilt lim floor (x) = 1 und lim floor (x) = 0;
N\ 1 x,/'1

Also existiert lim floor (x) nicht.

x—1

(10.14) Es sei P:R — R ein Polynom der Gestalt
P(x)=x+ax* '+ g ixtar, (k=1).

Dann gilt
lim P(x) = o,
X—r00
oo, falls k de,
lim ply)={ "B
X oo —eo, falls k ungerade.

Beweis. Fiir x # 0 gilt P(x) = x*g(x), wobei
a | a2 i
=l+—+=+...+—.
glx)=1+ STttt
Fiir alle x € R mit
x > ¢ :=max(1,2k|a;|,2k|az],. .., 2k|a|)
gilt g(x) > %, also P(x) > %xk > 3. Sei nun (x,) eine beliebige Folge reeller

Zahlen mit limx, = co. Dann gilt x,, > ¢ fiir alle n > ny, also P(x,) > %xn fur
n > ng. Daraus folgt

lim P(x,,) = oo.

n—oo

Die Behauptung iiber den Limes fiir x — —eo folgt aus der Tatsache, dass
P(—x) = (~1)*0(x)

mit
Ox) =x —aix '+ + (=) g 1x+ (= 1)a.
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Stetige Funktionen

Definition. Sei /: D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion f heif3t stetig
im Punkt a, falls

lim /(x) = f(a).
f heiBt stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.
Beispiele
(10.15) Die konstanten Funktionen und idg sind iiberall stetig.
(10.16) Die Exponentialfunktion exp: R — R ist in jedem Punkt stetig.
Beweis. Sei a € R. Wir haben zu zeigen, dass

limexp(x) = exp(a).

x—a

Sei (x,) eine beliebige Folge mit limx, = a. Dann gilt lim(x, — a) = 0, also
nach Beispiel (10.12)

lim exp(x, —a) =1.
n—oo
Daraus folgt mithilfe der Funktionalgleichung

lim exp(x,) = lim (exp(a)exp(x, —a))
n—soo N—so00

exp(a) nlgll, exp(x, —a) = exp(a), q.e.d.

(10.17) Die in Beispiel (10.10) definierte Dirichletsche Funktion ist in keinem
Punkt x € R stetig.

Satz 1. Seien f,g:D — R Funktionen, die in a € D stetig sind und sei A € R.
Dann sind auch die Funktionen

f+g D—R,
Af: D—R,
fgee D—-R
im Punkte a stetig. Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion
s
g
in a stetig. Dabei ist D' = {x € D : g(x) # 0}.

:D' =R
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Beweis. Sei (x,) eine Folge x, € D (bzw. x, € D') und limx, = a. Es ist zu
zeigen:

Jlim (f +g) (xa) = (f +2)(a),
Jim (A1) (xn) = (Af)(a),

. - (f S
tim (1)) = ()a),fim () )= (£ @),
e —°\E g
Nach Voraussetzung ist lim, .. f(x,) = f(a) und lim, ... g(x,) = g(a). Die
Behauptung folgt deshalb aus den in §4, Satz 3 bis 4, aufgestellten Rechenre-
geln fiir Zahlenfolgen.
Corollar. Alle rationalen Funktionen sind stetig in ihrem Definitionsbereich.

Dies folgt durch wiederholte Anwendung von Satz 1 auf Beispiel (10.15).
Bemerkung. Die Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft in folgendem Sinn: Sei-
en f,g:D — R zwei Funktionen, die in einer Umgebung eines Punktes a € D
tibereinstimmen, d.h. es gebe ein € > 0, so dass f(x) = g(x) fir alle x € D mit
|x —a| < e. Dann ist f genau dann in a stetig, wenn g in a stetig ist. Dies folgt
unmittelbar aus der Definition.

(10.18) Beispiel. Die Funktion abs: R — R ist stetig.

Beweis. Sei a ein beliebiger Punkt aus R.

1. Fall: a > 0. In der Umgebung |0, 2a[ von a gilt abs(x) = x = idg(x). Da idg
stetig ist, ist auch abs in a stetig.

2. Fall: a < 0. In der Umgebung |2a,0[ von a gilt abs(x) = —x = —idr(x).
Nach Satz 1 ist —idy stetig, also ist auch abs im Punkt a stetig.

3. Fall: a = 0. Sei (x,) eine Folge mit limx,, = 0. Dann ist
lim(abs(x,)) = lim |x,| = 0 = abs(0),
also abs in 0 stetig.
Satz 2 (Komposition stetiger Funktionen). Seien f:D — R und g: E — R

Funktionen mit f(D) C E. Die Funktion f seiina€ Dundginb:= f(a) €E
stetig. Dann ist die Funktion

gof:D—R

in a stetig.
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Beweis. Sei (x,) eine Folge mit x,, € D und limx, = a. Wegen der Stetigkeit
von f in a gilt lim f(x,) = f(a). Nach Voraussetzung ist y, := f(x,) € E und
n—oo
limy, = b. Da g in b stetig ist, gilt lim g(y,) = g(b). Deshalb folgt
n—oco
lim (go f)(x,) = lim g(f(x,)) = lim g(y,) = g(b)
g(f(a)) =(gof)(a), qed.

Beispiele
(10.19) Sei f:D — R stetig. Dann ist auch die Funktion
I/:D—=R, x—|f(x)|
stetig. Denn es gilt | /] = abso f.
(10.20) Wir gehen aus von den stetigen Funktionen
exp: R—R,
¢ R—-R, x—x°

Nach Satz 2 sind auch die Zusammensetzungen f := expoq und @ := g o exp,
d.h. die Funktionen

S R—R, x—expx?)

und
¢:R—R, x— (exp(x))?
stetig.
AUFGABEN
10.1. Die Funktionen
cosh:R — R (Cosinus hyperbolicus),
sinh:R — R (Sinus hyperbolicus)
sind definiert durch
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Man zeige, dass diese Funktionen stetig sind und beweise fiir x,y € R die For-
meln

cosh(x +y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
sinh(x + y) = cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y),
cosh?(x) — sinh?(x) = 1.

10.2. Die Funktionen g,: R — R, n € N, seien definiert durch
nx

Tt m
Man zeige, dass alle Funktionen g, stetig sind. Fiir welche x € R ist die Funk-
tion

gn(x) :

g(x) = lim g, (x)
definiert bzw. stetig?
10.3. Die Funktion zack: R — R sei definiert durch
zack (x) := abs (|x+ %J —x).
Man zeichne den Graphen der Funktion zack und zeige:
a) Fiir |x| < § gilt zack(x) = abs(x).
b) Fiir allex € R und » € Z gilt zack(x+ n) = zack(x).
c¢) Die Funktion zack ist stetig.
10.4. Fiir p,q € Z und x € R* sei definiert
Jpg(x) := |x|Pzack(x?).

Fiir welche p und ¢ kann man f,,(0) so definieren, dass eine iiberall stetige
Funktion f,,:R — R entsteht?

10.5. Die Funktion f : R — R sei definiert durch

f) = 1/q, fallsx=+p/qmitp,q € N teilerfremd,
)0, falls x irrational.

Man zeige, dass f in jedem Punkt a € R\ Q stetig ist.
10.6. Die Funktion f:Q — R werde definiert durch

_Jo, fallsx<+2,
f&y_{L falls x > v/2 .

Man zeige, dass f auf Q stetig ist.
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§ 11 Sitze iiber stetige Funktionen

In diesem Paragraphen beweisen wir die wichtigsten allgemeinen Sétze iiber steti-
ge Funktionen in abgeschlossenen und beschrinkten Intervallen, ndmlich den Zwi-
schenwertsatz, den Satz iiber die Annahme von Maximum und Minimum und die
gleichmaBige Stetigkeit.

Satz 1 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) <0
und f(b) > 0 (bzw. f(a) > 0 und f(b) < 0). Dann existiert ein p € |a,b] mit
f(p)=0.

Bemerkung. Die Aussage des Satzes ist anschaulich klar, vgl. Bild 11.1. Sie
bedarf aber natiirlich dennoch eines Beweises, da eine Zeichnung keinerlei Be-
weiskraft hat. Die Aussage wird falsch, wenn man nur innerhalb der rationalen
Zahlen arbeitet. Sei etwa D:={x € Q: 1 <x <2} und f: D — R die stetige
Funktion x — f(x) =x? —2. Dann ist f(1) = —1 < 0und f(2) =2 > 0, aber
es gibt kein p € D mit f(p) = 0, da die Zahl 2 keine rationale Quadratwurzel
hat.

y

B

\“
=y}
=Y

Bild 11.1

Beweis. Wir benutzen die Intervall-Halbierungsmethode. Sei f(a) < 0 und
f(b) > 0. Wir definieren induktiv eine Folge [a,,b,] C [a,b], n € N, von In-
tervallen mit folgenden Eigenschaften:

(1) [an,bn) Clan—1,bu—1] firn > 1,
@ by—ay=2"(b—a),
3) f(an) <0, f(bn) = 0.
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Induktionsanfang. Wir setzen [ag, by := [a, b].

Induktionsschritt. Sei das Intervall [ay, by] bereits definiert und sei
m := (a,+ by) /2 die Mitte des Intervalls. Nun konnen zwei Fille auftreten:

1. Fall: f(m) > 0. Dann sei [ay+1, byt1] = [an, m].

2. Fall: f(m) < 0. Dann sei [@;+1,bn11] := [m, by)].

Offenbar sind wieder die Eigenschaften (1)—(3) fiir »+ 1 erfiillt. Es folgt, dass
die Folge (a,,) monoton wachsend und beschrénkt und die Folge (b,) monoton

fallend und beschrénkt ist. Also konvergieren beide Folgen (§5, Satz 7) und
wegen (2) gilt

lim a, = lim b, =:

n—o00 n—so0
Aufgrund der Stetigkeit von f ist lim f(a,) = lim f(b,) = f(p). Aus (3) folgt
nach §4, Corollar zu Satz 5, dass

J(p) =1im f(a,) <O und f(p) =lim f(b,) > 0.

Daher gilt f(p) =0, q.e.d.

(11.1) Beispiel. Jedes Polynom ungeraden Grades f: R — R,
f(x) =x"4exX" '+ e,
besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.
Denn nach (10.14) gilt
lim_f(x) = —e0 und lim f(x) = e
man kann also Stellen a < b finden mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Deshalb gibt
es ein p € [a,b] mit f(p) = 0.
Bemerkung. Ein Polynom geraden Grades braucht keine reelle Nullstelle zu

besitzen, wie das Beispiel f(x) = x> + 1 zeigt.

Das Intervallhalbierungs-Verfahren ist konstruktiv und kann auch zur prakti-
schen Nullstellen-Berechnung verwendet werden. Zur Illustration schreiben
wir eine kleine ARIBAS-Funktion findzero, die als Argumente eine Funk-
tion £ und zwei Stellen a, b, an denen die Funktion verschiedenes Vorzeichen
hat, erwartet, sowie eine positive Fehlerschranke eps.
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function findzero(f: function; a,b,eps: real): real;

var
x1,x2,y1l,y2,m: real;
begin
vyl := f£(a); y2 := £(b);

if (yl1 > 0 and y2 > 0) or (yl < 0 and y2 < 0) then
writeln("bad interval [a,bl");

halt () ;
elsif y1 < 0 then
xl := a; X2 := b;
else
x1l := b; x2 := a;
end;
while abs(x2-x1) > eps do
m := (x1 + x2)/2;
if £f(m) >= 0 then
X2 := m;
else
x1l := m;
end;
end;
return (x1 + x2)/2;

end.

Die Funktion priift zuerst die Vorzeichen von £ (a) und £ (b), und steigt mit
Fehlermeldung aus, falls diese gleich sind. Je nachdem f (a) negativ oder
nicht-negativ ist, wird a der Variablen x1 und b der Variablen x2 zugeord-
net, oder umgekehrt. Dann beginnt das Intervall-Halbierungsverfahren, bis die
Lange des Intervalls kleiner-gleich der Fehlerschranke eps wird. Die Mitte
des letzten Intervalls wird ausgegeben.

Wir testen findzero fiir die Funktion f(x) := x> —x — 1; man sieht unmit-
telbar, dass f(0) < 0 und f(2) > 0. Wir schreiben fiir / die ARIBAS-Funktion
testfun.
function testfun(x: real): real
begin
return x**5 - x - 1;
end.

Als Fehlerschranke wéhlen wir 1077,
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==> eps := 10**-7.
-: 1.00000000E-7

==> x0 := findzero(testfun,0,2,eps).
-: 1.16730395

Um zu verifizieren, dass damit eine Nullstelle mit der gewiinschten Genauig-
keit gefunden wurde, berechnen wir f an den Stellen xp —&/2 und xo +¢€/2.

==> testfun(x0 - eps/2).
-: -6.50528818E-7

==> testfun(x0 + eps/2).
-: 1.74622983E-7

Also haben wir tatséchlich eine Nullstelle von f bis auf einen Fehler 0.5 -
107 gefunden. In diesem Zusammenhang sei noch auf ein Problem beim nu-
merischen Rechnen hingewiesen: Ist f(x) sehr nahe bei 0, so ist es wegen
der Rechenungenauigkeit manchmal unmoglich, numerisch zu entscheiden, ob
f(x) groBer, kleiner, oder gleich 0 ist. In unserem Beispiel tritt dieses Problem
nicht auf.

Corollar 1. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und c eine reelle Zahl zwi-
schen f(a) und f(b). Dann existiert ein p € [a,b] mit f(p) = c.

Beweis. Sei etwa f(a) < ¢ < f(b). Die Funktion g: [a,b] — R sei definiert
durch g(x) := f(x) — c¢. Dann ist g stetig und g(a) < 0 < g(b). Nach Satz 1
existiert daher ein p € [a,b] mit g(p) = 0, woraus folgt /(p) =¢, q.e.d.

Corollar 2. Sei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall und
f:1 — R eine stetige Funktion. Dann ist auch f(I) C R ein Intervall.

Beweis. Wir setzen
B :=sup f(I) € RU{+-eo}, A:=inff(I) e RU{—oo}

und zeigen zunichst, dass |4,B[ C f(I). Denn sei y irgend eine Zahl
mit 4 < y < B. Nach Definition von 4 und B gibt es dann a,b € I mit
f(a) <y < f(b). Nach Corollar 1 existiert ein x € I mit f(x) = y; also ist
vy € f(I). Damit st |4, B[ C f(I) bewiesen. Es folgt, dass f(/) gleich einem der
folgenden vier Intervalle ist: |4, B[, |4, B], [4,B] oder [4, B].
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Definition. Eine Funktion f:D — R heifit beschrinkt, wenn die Menge f(D)
beschréankt ist, d.h. wenn ein M € R existiert, so dass

/()| <M firallex€D.

Definition. Unter einem kompakten Intervall versteht man ein abgeschlossenes
und beschrénktes Intervall [a, ] C R.

Satz 2. Jede in einem kompakten Intervall stetige Funktion [ [a,b] — R ist
beschrdnkt und nimmt ihr Maximum und Minimum an, d.h. es existiert ein
Punkt p € [a,b], so dass

f(p) = sup{f(x) : x € [a, b]}
und ein Punkt q € [a,b], so dass

f(g) = inf{f(x) : x € [a,b]}.

Bemerkung. Satz 2 gilt nicht in offenen, halboffenen oder uneigentlichen In-
tervallen. Z.B. ist die Funktion f:1]0,1] — R, f(x) := 1/x, in ]0,1] stetig,
aber nicht beschrinkt. Die Funktion g:]0,1[— R, g(x) := x, ist stetig und be-
schrinkt, nimmt aber weder ihr Infimum 0 noch ihr Supremum 1 an.

Beweis. Wir geben nur den Beweis fiir das Maximum. Der Ubergang von f zu
— f liefert dann die Behauptung fiir das Minimum. Sei

A :=sup{f(x):x € [a,b]} € RU{eo}.

(Es gilt 4 = oo, falls f nicht nach oben beschrénkt ist.) Dann existiert eine
Folge x,, € [a,b], n € N, so dass

Tim £(x,) = 4.
Da die Folge (x,) beschrinkt ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-
Weierstral} eine konvergente Teilfolge (x,, )ken mit

]}Lnolcx,,k =:p€lab].
Aus der Stetigkeit von f folgt

S(p) = lim f(xy) = 4.

insbesondere 4 € R, also ist f nach oben beschrankt und nimmt in p ihr Ma-
ximum an.

Der folgende Satz gibt eine Umformulierung der Definition der Stetigkeit.
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Satz 3 (e-0-Definition der Stetigkeit). Sei D C R und f: D — R eine Funktion.
[ ist genau dann im Punkt p € D stetig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein & > 0, so dass
|/ (x)— f(p)| <efiirallex € Dmit|x—p| <39.

Man kann dies in Worten auch so ausdriicken: f ist genau dann in p stetig,
wenn gilt: Der Funktionswert f(x) weicht beliebig wenig von f(p) ab, falls
nur x hinreichend nahe bei p liegt.

Beweis. 1) Es gebe zu jedem € > 0 ein 8 > 0, so dass |f(x) — f(p)| < € fir alle
X € Dmit |x— p| <3d.

Es ist zu zeigen, dass fiir jede Folge (x,) mit x, € D und limx, = p gilt
lim f(x,) = f(p).

Sei € > 0 vorgegeben und sei & > 0 geméf Voraussetzung. Wegen limx,, = p
existiert ein N € N, so dass |x, — p| < d furallen > N.

Nach Voraussetzung ist daher |f(x,) — f(p)| < € fiir alle n > N. Also gilt
limy—.eo f(xn) = f(p)-
2) Fiir jede Folge x,, € D mit limx, = p gelte lim, ... f(x,) = f(p). Es ist zu
zeigen: Zu jedem € > 0 existiert ein 8 > 0, so dass

|f(x)—f(p)| <e fiirallex e Dmit|x—p|<3.

Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein € > 0, so dass kein 6 > 0

existiert mit | /(x) — f(p)| < € fir alle x € D mit |x — p| < 8. Es existiert also

zu jedem & > 0 wenigstens ein x € D mit |x — p| < §, aber | f(x) — f(p)| > €.

Insbesondere gibt es dann fiir jede natiirliche Zahl » > 1 ein x,, € D mit
[x, — p| < % und | f(x,) — f(p)| > <.

Folglich ist limx, = p und daher nach Voraussetzung lim f(x,) = f(p). Dies

steht aber im Widerspruch zu |f(x,,) — f(p)| > e furalle n > 1.

Corollar. Sei f: D — R stetig im Punkt p € D und f(p) # 0. Dann ist f(x) # 0
fiir alle x in einer Umgebung von p, d.h. es existiert ein & > 0, so dass

f(x)#0 fiirallex € D mit [x— p| < 8.

Beweis. Zu € := | f(p)| > 0 existiert nach Satz 3 ein 8 > 0, so dass
|/ (x)— f(p)| <& fiirallex € Dmit|x—p| <38.

Daraus folgt | /(x)| = |f(p)| — |/ (x) — f(p)| > 0 fir alle x € D mit |x— p| < §,
g.e.d.
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GleichmiBlige Stetigkeit

Wir kommen jetzt zu einem wichtigen Begriff, der eine Verschirfung des Be-
griffs der Stetigkeit darstellt.

Definition. Eine Funktion f: D — R heifit in D gleichmaBig stetig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass
|f(x)— f(X)] < ¢ firalle x,x’ € D mit |x —x'| < 8.

Bemerkung. Vergleicht man dies mit der e-8-Definition der Stetigkeit aus Satz
3, so sieht man, dass eine gleichmdfig stetige Funktion f: D — R in jedem
Punkt p € D stetig ist. Der Unterschied beider Definitionen ist, dass bei gleich-
méBiger Stetigkeit das & nur von €, aber nicht vom Punkt p abhéngen darf.
Fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen 14uft dies aber auf dasselbe
hinaus, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4. Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion f- [a,b] — R ist
dort gleichmdpfig stetig.
Beweis. Angenommen, f sei nicht gleichmiBig stetig. Dann gibt es ein € > 0
derart, dass zu jedem n > 1 Punkte x,,x), € [a,b] existieren mit
1
o =l < und | /(xn) = f()| > €.

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt die beschrinkte Folge (x,) eine
konvergente Teilfolge (x,, ). Fiir ihren Grenzwert gilt (nach §4, Corollar zu
Satz 5)

]}imxnk =:p € la,bl].

Wegen |x,, —x,, | < é ist auch limx;, = p. Da f stetig ist, folgt daraus
tim (£(5,) — /(5,) = £(p) ~ £(p) =0.

Dies ist ein Widerspruch zu | /(x,, ) — f(x}, )| > € fiir alle k. Also ist die An-
nahme falsch und f gleichméBig stetig.

Eine stetige Funktion auf einem nicht-kompakten Intervall ist jedoch i.Allg.
nicht gleichméBig stetig. Betrachten wir etwa die Funktion (siche Bild 11.2)

/10,1 - R, x»—>l.
x
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Bild 11.2 Diese Funktion ist natiirlich stetig auf
dem halboffenen Intervall ]0,1]. Hier
lasst sich auch leicht explizit ein vom
Punkt p € ]0,1] und & > 0 abhéngiges
d angeben. Wir setzen

2

. ppe
5= £2T).
mm(z’ 2 )

Dann gilt fiir alle x mit |x — p| < &

/() — f(p)| = Ll‘: xx—pp‘

x p
< 2|x ; pl 28
p
was die Stetigkeit von f im Punkt p
zeigt. Das hier benutzte & wird umso
kleiner, je mehr man sich dem linken
Rand des Intervalls néhert.
Die Funktion f ist im Intervall 0, 1]
nicht gleichmiBig stetig, da man &
nicht unabhéngig von p wihlen kann.
Wire f gleichméBig stetig, géibe es ins-
besondere zu € = 1 ein & > 0, so dass

|f(x) = f(x)] <1 fiirallex,x’ €]0,1] mit |x —x'| <§. (%)
Es gibt aber ein » > 1 mit
t_1 <d und ’f<l>—f(i>‘:n>l,
n 2n

was (x) widerspricht.

et

Rany
e

n 2n

Eine Folgerung aus der gleichméBigen Stetigkeit ist der nédchste Satz iiber
die Approximierbarkeit stetiger Funktionen durch Treppenfunktionen, den wir
spéter in der Integrationstheorie brauchen.

Satz 5. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0
Treppenfunktionen ©,\: [a, b] — R mit folgenden Eigenschaften:

a) 9(x) < f(x) < y(x) fiir allex € [a,b],
b) |o(x) —y(x)| < efiir alle x € [a,b].
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Das Bild 11.3 veranschaulicht die Aussage von Satz 5.

I
‘ a\ I ! | \b?
Bild 11.3

Beweis. Nach Satz 4 ist f gleichmiBig stetig. Zu € > 0 existiert daher ein 6 > 0,
so dass

|f(x) = f() <e fiirallex,x’ € [a,b] mit |x—x/| < 3.
Sei n so grof, dass (b —a)/n < 0 und sei
t ::a—l—k? firk=0,...,n.
Wir erhalten so eine (dquidistante) Intervallunterteilung
a=tH<h<..<t,1<t,=b.
mit ¢, — #;,_; < 8. Fiir 1 < k < n setzen wir
¢k = sup{f(x):tp—1 Sx <t}
inf{/(x): 11 <x <t}

Da nach Satz 2 gilt ¢, = f(&) und ¢} = f(E},) fir gewisse Punkte &,&} €
[tk—1, 4] und [E — &;] < 8, folgt

lex —cf| <e fiiralle £.

c

Wir definieren nun Treppenfunktionen @, y: [a,b5] — R wie folgt:
o(a) = y(a) := f(a);
o) == cf, wkx):=c fir g <x<t, (1<k<n).

Damit sind die Bedingungen a) und b) erfiillt, q.e.d.

AUFGABEN

11.1. Es sei F: [a,b] — R eine stetige Funktion mit F ([a,b]) C [a,b]. Man
zeige, dass F' mindestens einen Fixpunkt hat, d.h. es ein x € [a,b] gibt mit
F(x0) = xo.
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11.2. Man zeige, dass die Funktion
sqrt: Ry — R,  xr /X,
gleichmaéBig stetig, die Funktion
s Ry — R, x '—>x2,
aber nicht gleichmiBig stetig ist.
11.3. Eine auf einer Teilmenge D C R definierte Funktion f:D — R heif3t
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L € R falls
lfx) = f(&) < Llx—¥| firallex,x’ € D.
a) Man zeige: Jede Lipschitz-stetige Funktion f:D — R ist gleichmiBig stetig.
b) Die Funktion f:[0,1] — R, x — /x ist gleichmaBig stetig, aber nicht Lipschitz-
stetig.
114. Sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion. Der Stetigkeitsmodul
o7:Ry — R von f ist wie folgt definiert:
o07(8) :=sup{|f(x) — f(X)| : x,x € [a,b], [x—x| <&}.
Man beweise:
i) oy ist stetig auf R, , insbesondere gilt limg\ o @/(8) = 0.
il) Fiir 0 <8 <& gilt @/(3) < 0/ (&).
iif) Firalle 8,8’ € Ry gilt /(84 8") < @/(8) + w/(¥).
11.5. Man beweise: Eine auf einem beschrinkten offenen Intervall Ja,b] C R
stetige Funktion
Sila,bl —R
ist genau dann gleichméBig stetig, wenn sie sich stetig auf das abgeschlossene

Intervall [a, b] fortsetzen ldsst.

11.6. Man konstruiere ein Beispiel einer stetigen und beschriankten Funktion
/f:[0,1][ — R, die nicht gleichméBig stetig ist.

11.7. Sei f: Ry — R eine gleichméaBig stetige Funktion. Man zeige: Es gibt
eine Konstante M > 0, so dass

| /()] < M(1+|x]) furallexeR,.
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§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz

In diesem Paragraphen beweisen wir zunichst einen allgemeinen Satz iiber Umkehr-
funktionen, den wir dann anwenden, um die Wurzeln und den Logarithmus zu definie-
ren. Mithilfe des Logarithmus und der Exponentialfunktion wird dann die allgemeine
Potenz a* mit beliebiger positiver Basis a und reellem Exponenten x definiert.

Definition (Monotone Funktionen). Sei D C R und f: D — R eine Funktion.
monoton wachsend Sx) < f()

. streng monoton wachsend fx) < f(x)
J heiit monoton fallend > falls f(x) = f(x)
streng monoton fallend f(x) > f(x)

fiir alle x,x’ € D mitx < x’.

Satz 1. Sei D C R ein Intervall und f:D — R eine stetige, streng monoton
wachsende (oder fallende) Funktion. Dann bildet f das Intervall D bijektiv auf
das Intervall D' := f(D) ab, und die Umkehrfunktion

a LD —R
ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Bemerkung. Die Umkehrfunktion ist genau genommen die Abbildung
f~1:D' — D, definiert durch die Eigenschaft

[f)=x <= flo=y
Wir konnen aber f~! unter Beibehaltung der Bezeichnung auch als Funktion
D’ — R auffassen.

Vorsicht! Man verwechsle die Umkehrfunktion nicht mit der Funktion

x> 1/f(x).

Beweis von Satz 1. Wir haben bereits in §11 als Folgerung aus dem Zwischen-
wertsatz bewiesen, dass D' = f(D) wieder ein Intervall ist. Als streng mono-
tone Funktion ist f trivialerweise injektiv, bildet also D bijektiv auf D’ ab, und
die Umkehrabbildung ist wieder streng monoton (wachsend bzw. fallend). Es
ist also nur noch die Stetigkeit von f~! zu beweisen. Wir nehmen an, dass f
streng monoton wachst (fiir streng monoton fallende Funktionen ist der Be-
weis analog zu fithren). Sei b € D' ein gegebener Punkt und a := f~'(b), d.h.



§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz 115

b= f(a). Wir zeigen, dass £~ im Punkt b stetig ist. Wir behandeln zunschst
den Fall, dass b weder rechter oder linker Randpunkt von D’ ist, also auch a
kein Randpunkt von D ist. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir diirfen ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit annehmen, dass € so klein ist, dass das Intervall
[ —e&,a+¢] ganz in D liegt. Sei b; := f(a—¢€) und by := f(a+¢€). Dann ist
by < b < by, und f bildet [a — €,a + €] bijektiv auf das Intervall [b;, b3] ab. Sei
& :=min(b— by, by — b). Dann gilt
1 (b—8,b+3]) Cla—e,a+eg,

Dies zeigt (nach dem e-8-Kriterium), dass /! in b stetig ist. Ist b € D' rechter
(bzw. linker) Randpunkt, so ista = £~ (b) rechter (bzw. linker) Randpunkt von
D und der Beweis verlauft dhnlich wie oben durch Betrachtung der Abbildung
des Intervalls [a — €,a] (bzw. [a,a + €]).

Wurzeln
Satz 2 und Definition. Sei k eine natiirliche Zahl > 2. Die Funktion
Ry —R, x+— xF ,

ist streng monoton wachsend und bildet R | bijektiv auf R ab. Die Umkehr-
Sfunktion

LRy — R, x— ¥,
ist stetig und streng monoton wachsend und wird als k-te Wurzel bezeichnet.

Beweis. Es ist klar, dass f streng monoton wichst und das Intervall [0, +eo[
stetig und bijektiv auf [0, o[ abbildet. Somit folgt Satz 2 unmittelbar aus
Satz 1.

Bemerkung. Falls k ungerade ist, ist die Funktion
ffR—R, x+— xk7

streng monoton und bijektiv. In diesem Fall kann also die k-te Wurzel als Funk-
tion

R—)R7 xH\V;C7

auf ganz R definiert werden.
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Natiirlicher Logarithmus
Satz 3 und Definition. Die Exponentialfunktion exp:R — R ist streng mono-
ton wachsend und bildet R bijektiv auf R’ ab. Die Umkehrfunktion

log:R} — R

ist stetig und streng mononton wachsend und heifst natiirlicher Logarithmus
(Bild 12.1). Es gilt die Funktionalgleichung

log(xy) = logx +logy fir alle x,y e R

u y=logx

—_

Bild 12.1 Logarithmus

Bemerkung. Statt log ist auch (wie in fritheren Auflagen dieses Buches) die
Bezeichnung In gebriuchlich.

Beweis. a) Wir zeigen zunichst, dass die Funktion exp streng monoton wéchst.
Fir & > 0 gilt
exp(§) = 1+§+;+... > 1.
Seix < x'. Dann ist & := x’ —x > 0, also exp(&) > 1. Daraus folgt
exp(x') = exp(x +&) = exp(x) exp(§) > exp(x),
d.h. exp ist streng monoton wachsend.
b) Fiir alle » € N gilt
exp(n) = 1+n
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und
1 1
—n) = < .
exp(=n) exp(n) ~ 1+n
Daraus folgt
lim exp(n) = oo und lim exp(—n) = 0.
Nn—oo n—oo

Also gilt exp(R) =]0,eo[ = R und nach Satz 1 ist die Umkehrfunktion log:
R’ — R stetig und streng monoton wachsend.

¢) Zum Beweis der Funktionalgleichung setzen wir & := log(x) und
N := log(y). Dann ist nach Definition exp(§) = x und exp(n) = y. Aus der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion folgt

exp(§+1) = exp(E) exp(n) = xy.
Wieder nach Definition der Umkehrfunktion ist daher

log(xy) = &+mn = log(x) +1log(y), q.e.d.

Definition (Exponentialfunktion zur Basis a). Fiir a > 0 sei die Funktion
exp,:R — R definiert durch

exp,(x) :=exp(xloga).

Satz 4. Die Funktion exp,: R — R ist stetig und es gilt:

i) exp,(x+y) = exp,(x)exp,(v) fiir alle x,y € R.
ii) exp,(n) = d" fiir alle n € Z.
iii) expa(g) = {/a? fiir alle p € Z und q € N mit q > 2.

Beweis. a) Die Funktion exp, ist die Komposition der stetigen Funktionen
x+— xlogaund y — exp(y), also nach §10, Satz 2, selbst stetig.

b) Die Behauptung i) folgt unmittelbar aus der Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion. Aus 1) ergibt sich, wenn man y = —x setzt, insbesondere
1

exp,(x)’

¢) Durch vollstindige Induktion zeigt man

exp,(—x)

exp,(nx) = (exp,(x))” furalle » € Nundx € R.
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Da exp,(1) = exp(loga) = aund exp,(—1) = 1 /a, folgt daraus mit x = 1 bzw.
x=-1

exp,(n) =d" und exp,(—n)=a".

Damit ist ii) bewiesen. Weiter ergibt sich

al = exp,(p) = exp, (q-g) = <expa(§)>q7

also durch Ziehen der g-ten Wurzel die Behauptung iii).
Corollar. Fiir alle a > 0 gilt lim /a= 1.
n—oo

Beweis. Dies folgt aus der Stetigkeit der Funktion exp,:

lim v/a = lim expa(%) =exp,(0) = 1.
n—o0

n—oo

Bezeichnung. Satz 4 rechtfertigt die Bezeichnung
a* = exp,(x) = exp(xloga).
Da loge = 1, ist insbesondere ¢* = exp(x) = exp,(x).
Die fiir ganzzahlige Potenzen bekannten Rechenregeln gelten auch fiir die all-
gemeine Potenz.
Satz 5 (Rechenregeln fiir Potenzen). Fiir alle a,b € R* und x,y € R gilt:
) a@&=a",

i) (a)Y =a,

i)  a'b* = (ab)",

iv) (1/a)*=a™

Beweis. Die Regel i) ist nur eine andere Schreibweise von Satz 4 i).
Zu ii) Da a* = exp(xloga), ist log(a*) = xloga, also
(&Y = exp(ylog(a*)) = exp(yxloga) = a”.

Die Behauptungen iii) und iv) sind ebenso einfach zu beweisen.

Wir zeigen jetzt, dass die Funktionalgleichung @™ = a*@” charakteristisch fiir
die allgemeine Potenz ist.
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Satz 6. Sei F:R — R eine stetige Funktion mit
F(x+y)=F(x)F(y) firallex,y€R.

Dann ist entweder F (x) = 0 fiir alle x € R oder es ist a:= F(1) > 0 und
F(x)=da" furallexeR.

Beweis. Da F(1) = F(%)z, gilt in jedem Fall F(1) > 0.
a) Setzen wir zunéchst voraus, dass a := F (1) > 0. Da
a=F(140)=F(1)F(0)=aF(0),
folgt daraus F(0) = 1. Man beweist nun wie in Satz 4 allein mithilfe der Funk-
tionalgleichung
F(n) =d" firallen € Z,
F(b) = Var firalle p € Z und g € N mit g > 2.
Es gilt also F(x) = o fiir alle rationalen Zahlen x. Sei nun x eine

beliebige reelle Zahl. Dann gibt es eine Folge (x,),en rationaler Zahlen mit
lim,—..x, = x. Wegen der Stetigkeit der Funktionen F' und exp, folgt daraus

F(x) = lim F(x,) = lim a* = a".

b) Es bleibt noch der Fall F(1) = 0 zu untersuchen. Wir haben zu zeigen, dass
dann F'(x) = 0 fiir alle x € R. Dies sieht man so:

Fx)=F(1+(x—1))=F(1)F(x—1)=0-F(x—1)=0, q.e.d.

Bemerkung. Die Definition a* := exp(xloga) mag zunichst kiinstlich erschei-
nen. Wenn man aber die Definition so treffen will, dass "™ = a*¢ fiir alle
x,y € R sowie a' = a, und dass ¢* stetig von x abhéingt, so sagt Satz 6, dass
notwendig a* = exp(xloga) ist.

Berechnung einiger Grenzwerte

Wir beweisen jetzt einige wichtige Aussagen iiber das Verhalten des Logarith-
mus und der Potenzfunktionen fiir x — e und x — 0.

e’
(12.1) Fir alle £ € N gilt lim — = co.
X—o0 X
Man driickt dies auch so aus: ¢* wichst flir x — e schneller gegen unendlich,
als jede Potenz von x.
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Beweis. Fiir alle x > 0 ist

N xk-H
gy
= n! (k+1)!
also é > LI Daraus folgt die Behauptun
* 7 kD) & prng.
(12.2) Fiir alle £ € N gilt
limx¥e =0 und limxfe!/* = co.
X—00 N0

X\ —1
Beweis. Die erste Aussage folgt aus (12.1), da e = (ik) . Die zweite
X

Aussage folgt ebenfalls aus (12.1), denn
I\ Kk y
limxfe!/* = lim (7) ¢ = lim & = oo.
xN\0 y—eo\y y—eo )

(12.3) limlogx=-cc und limlogx = —co.
X—o0 N0

Beweis. Sei K € R beliebig vorgegeben. Da die Funktion log streng monoton
wiichst, gilt logx > K fiir alle x > €X. Also ist lim,_... logx = co. Daraus folgt
die zweite Behauptung, da

limlogx = lim log(1/y) = — lim logy = —eo.
xN\0 y—roo y—o0

(12.4) Fiir jede reelle Zahl a > 0 gilt

limx* =0 und limx~ % = oo,
\0 N0
Beweis. Sei (x,)qen eine Folge reeller Zahlen mit x,, > 0 und lim x,, = 0. Mit

(12.3) folgt "

lim alogx, = —ee.

n—o0

Danach (12.2) gilt lim &’ =0, folgt
y——o0

lim x% = lim e*1°8% — 0,

n—o0 n—o0

1
also lim x* = 0. Die zweite Behauptung gilt wegen x ™% = —.
N0 xo
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Bemerkung. Wegen (12.4) definiert man

0%:=0 fiiralle o> 0.
Man erhiélt dann eine auf ganz R, = [0, o[ stetige Funktion

R, — R, x—x*

1
(12.5) Fir alle o> 0 gilt  lim —o — 0.
X—o0 X

Anders ausgedriickt: Der Logarithmus wéchst fiir x — oo langsamer gegen un-
endlich, als jede positive Potenz von x.

Beweis. Sei (x,) eine Folge positiver Zahlen mit limx, = e. Fiir die Folge
vn = alogx, gilt wegen (12.3) dann ebenfalls limy,, = 0. Dax% = &7, erhalten
wir unter Verwendung von (12.2)

logxy,

1
li = lim —y,e " =0 e.d.
g = m e =0, aed

(12.6) Fiiralle oo > 0 gilt  limx®*logx = 0.
N\0

| log(1/)
Dies folgt aus (12.5), da x*logx = —W.
azn  lim Sl _.

x—0 X

x#0

Beweis. Nach §8, Satz 2, gilt
e = (1+x)| < > fiir x| < 3.
Division durch |x| ergibt fiir 0 < |x| < 3

‘e" e‘f(ler)‘
X

—1
1] = < .

X

Daraus folgt die Behauptung.

Die Landau-Symbole O und o

E. Landau hat zum Vergleich des Wachstums von Funktionen suggestive Be-
zeichnungen eingefiihrt, die wir jetzt vorstellen. Gegeben seien zwei Funktio-
nen

fg:la,o[ — R
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Dann schreibt man

Jf(x) =o(g(x))  firx— eo,
(gesprochen: f(x) gleich klein-oh von g(x)), wenn zu jedem € > 0 ein R > a
existiert, so dass

|/ ()] < eglg(x)] fir alle x > R.
Ist g(x) # 0 fiir x > Ry, so ist dies dquivalent zu

A

x—e g(x)
Die Bedingung f(x) = o(g(x)) sagt also anschaulich, dass f asymptotisch fiir
x — oo im Vergleich zu g verschwindend klein ist. Damit ldsst sich z.B. nach

(12.2) und (12.5) schreiben
et =o(x"") fir x — o
fiir alle » € N und
logx = o(x*), (00> 0, x — o0).

Man beachte jedoch, dass das Gleichheitszeichen in f(x) = o(g(x)) nicht eine
Gleichheit von Funktionen bedeutet, sondern nur eine Eigenschaft der Funkti-
on f im Vergleich zu g ausdriickt. So folgt natiirlich aus fj(x) = o(g(x)) und
f2(x) = o(g(x)) nicht, dass f; = f2, aber z.B.

fi(x) = fa(x) = 0(g(x)) und fi(x)+ f2(x) = o(g(x))-
Das Symbol O ist fiir zwei Funktionen £, g: |a, o[ — R so definiert: Man schreibt
flx)=0(glx))  firx— oo,
wenn Konstanten K € R und R > a existieren, so dass
l/(x)] < K|g(x)] firallex > R.
Falls g(x) # 0 fiir x > Ry, ist dies dquivalent mit
lim sup)f(—x)‘ < oo,
x—eo 1 8(X)

Anschaulich bedeutet das, dass asymptotisch fiir x — e die Funktion f hochs-
tens von gleicher GroBenordnung wie g ist. Z.B. gilt fiir jedes Polynom n-ten
Grades

P(x)=ap+aix+.. ap X+ a”,
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dass P(x) = O(x") fiir x — oo.

Die Landau-Symbole o und O sind nicht nur fiir den Grenziibergang
x — oo, sondern auch fiir andere Grenziibergéinge x — x¢ definiert. Seien et-
wa f,g:D — R zwei auf der Teilmenge D C R definierte Funktionen und x
ein Beriihrpunkt von D. Dann schreibt man

f(x)=o(g(x)) fiir x — x9, x € D,
falls zu jedem € > 0 ein & > 0 existiert, so dass

| /()] < glgx)] fiir alle x € D mit |x —xp| < d.
Falls g(x) # 0 in D, ist dies wieder gleichbedeutend mit

m@:O.

1
T2 g(x)

Damit schreibt sich (12.6) als

logx:o(%) (oe>0, x\,0),

und aus (12.2) folgt fir allen € N
e 1 = o(x") fur x \, 0.

Manchmal ist folgende Erweiterung der Schreibweise niitzlich:
Ni(x) = fa(x) +o(gx))  fiirx —xo

bedeute fi(x) — f2(x) = o(g(x)). Sei beispielsweise f:D — R eine Funktion
und xg € D. Dann ist

f(x) = f(xo)+0(1) fiir x — xq

gleichbedeutend mit lim,_.,, (f(x) — f(x0)) = 0, also mit der Stetigkeit von f
in xo. Analoge Schreibweisen fiithrt man fiir das Symbol O ein. Z.B. gilt, vgl.
(12.7),

e =1+x+0(x?) fir x — 0.
AUFGABEN

12.1. Man zeige: Die Funktion exp,:R — R, x — 4%, ist fiir a > 1 streng
monoton wachsend und fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend. In beiden Féllen
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wird R bijektiv auf R’ abgebildet. Die Umkehrfunktion

“log: R}, — R
(Logarithmus zur Basis a) ist stetig und es gilt
1
“logx = % fir allex € RY.

12.2. Man zeige: Die Funktion sinh bildet R bijektiv auf R ab; die Funktion
cosh bildet R, bijektiv auf [1, o[ ab. (Die Funktionen sinh und cosh wurden in
Aufgabe 10.1 definiert.) Fiir die Umkehrfunktionen

Arsinh: R — R (Area sinus hyperbolici),
Arcosh: [1,00— R (Area cosinus hyperbolici)

gelten die Beziehungen
Arsinhx = log(x+v/x2+1),
Arcoshx = log(x+v/x%2 —1).

12.3. Sei D C R ein Intervall und f:D — R eine streng monotone Funktion
(nicht notwendig stetig). Sei D' := f(D). Man beweise: Die Umkehrfunktion
f~ D' — D C R ist stetig.

12.4. Man beweise: limx*=1 und lim /n=1.
X\O n—oo

12.5. Sei a > 0. Die Folgen (x,) und (y,) seien definiert durch

X0 ‘= 4, Xptl = \/x—VH
o= 2"(x,—1).

Man beweise lim y, = loga.
n—oo

. . . -1
Hinweis. Man verwende lim =1.
x—0 X

12.6. Man beweise:
log(1+x) =x+o(|x]) firx—0.

12.7. Man zeige: Fiir alle » € N und alle o > 0 gilt fiir x — oo:

i) x(logx)" = o(x'T®),
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i) x"=o(ev™),
iii)  eV¥ =o(e™).

12.8. Man bestimme alle stetigen Funktionen, die folgenden Funktionalglei-
chungen geniigen:

) SR—R, flxty)=[fx)+ /1),

i) gRL —R, glw) =gk +g0),

i) mRL R, () =h@x)h().

12.9. Seien f1, f2,81,82: |a,°o[ — R Funktionen mit
filx) =o(gi(x)) und  fr(x) =O(g2(x))  flirx — oo,

Man zeige fi(x)/2(x) = o(g1(x)g2(x)) fiir x — o.

12.10. Seien f,g:|—¢,e[ — R, (e > 0), Funktionen mit
f(x) = ao+aix+ax* + ...+ apx +o(|x|") i

firx— 0

g(x) = bo+bix+byx® +...+bx"+o(|x]")

Man zeige

F(0)g(x) = co+crx+cex® +.. .4+ +o(]x|")  fiirx — 0,

k
wobel ¢ = z aibp_;.
i=0

12.11. a) Sei f: |—€,€[ — R, (¢ > 0), eine Funktion mit
f(x)=1+ax+o(Jx]) firx— 0.

Man zeige:
1

f(x)
b) Sei g:|—¢,e[ — R, (¢ > 0), eine Funktion mit

=1l-ax+o(lx]) firx— 0.

g(x) =1+ax+ax®+o(|x?) fiirx— 0.

Man zeige:
1

gx)

=1 —ax+(a? —ay)x* +o(|x]?) fiirx —0.
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§ 13 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Wir wollen im néchsten Paragraphen die trigonometrischen Funktionen vermdge der
Eulerschen Formel e = cosx + isinx einfithren. Zu diesem Zweck brauchen wir die
Exponentialfunktion fiir komplexe Argumente. Sie ist wie im Reellen durch die Expo-
nentialreihe definiert. Dazu miissen wir einige Sétze {iber die Konvergenz von Folgen
und Reihen ins Komplexe iibertragen, was eine gute Gelegenheit zur Wiederholung
dieser Begriffe gibt.

Der Korper der komplexen Zahlen

Die Menge R x R aller (geordneten) Paare reeller Zahlen bildet zusammen mit
der Addition und Multiplikation

(x1,01) + (x2,2) == (x1+x2,01 +2),
(x1,01) - (x2,2) 1= (x¥1x2 = y1y2, X1y2 +y1x2),
einen Korper. Das Nullelement ist (0,0), das Einselement (1,0). Das Inverse
eines Elements (x,y) # (0,0) ist
-1 X -

e = ()
Man priift leicht alle Kérper-Axiome nach. Nur die Verifikation des Assozi-
ativ-Gesetzes der Multiplikation und des Distributiv-Gesetzes erfordert eine
etwas ldngere (aber einfache) Rechnung. Wir fiithren dies fiir das Assoziativ-
Gesetz durch:

((er,p1) (x2,02)) (33,33) = (X132 — y1v2, X102 +y13%2) (x3,03) =
(X132 = y132)%3 — (X132 +y132)p3, (0122 = y132)y3 + (X172 +y1%2)%3)
Andrerseits ist
(o1, (x2,32) (x3,33)) = (x1,31) (¥2x3 — y2y3, %23 +y2x3) =
(o1 (223 —y233) —p1(x2y3 +2x3), %1 (¥2v3 +¥2x3) + 31 (x2x3 —y2y3) ).
Aufgrund des Assoziativ- und Distributiv-Gesetzes fiir den Korper R sieht
man, dass beide Ausdriicke gleich sind.

Der entstandene Korper heilt Korper der komplexen Zahlen und wird mit C
bezeichnet. Fiir die speziellen komplexen Zahlen der Gestalt (x,0) gilt

(x1,0) + (x2,0) = (x1 +x2,0),

(X]70) . (-x270) = (X]x270),
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sie werden also genau so wie die entsprechenden reellen Zahlen addiert und
multipliziert; wir diirfen deshalb die reelle Zahl x mit der komplexen Zahl
(x,0) identifizieren. R wird so eine Teilmenge von C. Eine wichtige komplexe
Zahl ist die sog. imagindre Einheit i := (0, 1); fiir sie gilt

#=1(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1,
sie 16st also die Gleichung z? + 1 = 0 in C. Mithilfe von i erhilt man die ge-
bréuchliche Schreibweise fiir die komplexen Zahlen

z=(x,y) = (x,0)+(0,1)(»0) =x+iy, xyeR.

Man veranschaulicht sich die komplexen Zahlen in der Gau3’schen Zahlenebe-
ne (Bild 13.1). Die Addition zweier komplexer Zahlen wird dann die gewohnli-
che Vektoraddition (Bild 13.2). Eine geometrische Deutung der Multiplikation
werden wir im nichsten Paragraphen kennenlernen.

imagindre Zita
Achse
22
y z=x+1iy
21
reelle
X Achse 0
Bild 13.1 Bild 13.2

Fiir eine komplexe Zahl z = x+ iy, (x,y € R), werden Realteil und Imaginarteil
wie folgt definiert:

Re(z):=x, und Im(z):=y.
Zwei komplexe Zahlen z,z’ sind also genau dann gleich, wenn
Re(z) =Re(Z) und Im(z) =Im(Z).

Komplexe Konjugation

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy, (x,y € R), definiert man die konjugiert
komplexe Zahl durch

Z:=x—1iy.
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In der Gauf3’schen Zahlenebene entsteht z aus z durch Spiegelung an der reellen
Achse. Offenbar gilt z =z genau dann, wenn z reell ist. Aus der Definition folgt

Re(z) = 1(z+2), Im(z)= 2%(272).
Einfach nachzurechnen sind folgende Rechenregeln fiir die Konjugation: Fiir
allez,w € C gilt
a) z=z,
b) z+w=z+w,
¢) TwW=z-W.
Die Regeln a) — ¢) besagen, dass die Abbildung z — Z ein involutorischer Au-
tomorphismus von C ist.

Betrag einer komplexen Zahl. Sei z =x+iy € C. Dann ist
Z=(x+iy)(x—ip) =x" +)7

eine nicht-negative reelle Zahl. Man setzt
|z| := Vzz € Ry.

|z| heiBt der Betrag von z. Da |z| = \/x2 +)?2, ist der Betrag von z gleich dem
Abstand des Punktes z vom Nullpunkt der Gau3’schen Zahlenebene bzgl. der
gewoOhnlichen euklidischen Metrik.

Fiir z € R stimmt der Betrag mit dem Betrag fiir reelle Zahlen iiberein. Fiir alle
ze Cgilt |z =z|.
Satz 1. Der Betrag in C hat folgende Eigenschaften:
a) Esist|z| > 0 fiir alle z € C und
|z|=0 <= z=0.
b) (Multiplikativitdt)
|ziz2| = |z1] - |z2| flir alle zy,z; € C.
¢) (Dreiecks-Ungleichung)
|z1 + 22| < |z1| + |z2| furallez;,z; € C.
Bemerkungen. Satz 1 sagt, dass C durch den Betrag z — |z| zu einem bewerte-
ten Korper wird, vgl. die Bemerkung zu §3, Satz 1.

Die Dreiecks-Ungleichung driickt aus, dass in dem Dreieck mit den Ecken
0,z1,z1 +z2 (vgl. Bild 13.2) die Lange der Seite von 0 nach z; 4z kleiner-
gleich der Summe der Liangen der beiden anderen Seiten ist.
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Beweis von Satz 1. Die Behauptung a) ist trivial.
Zu b) Nach Definition des Betrages ist
2122 = (2122) (B172) = 21202122 = (2171) (22%2) = |71 |22
Indem man die Wurzel zieht, erhdlt man die Behauptung.
Zu c¢) Da fiir jede komplexe Zahl gilt Re(z) < |z|, folgt
Re(2122) < |2122] = |z1]|22] = |21 |2
Nun ist
21 + 22 = (21 +22) (21 +22) = 2121 + 2122 + 2271 + 202
= |z1* +2Re(z122) + |z
< [a1f? +2lz1llz2] + |22 = (1] + [22])%,
also |z +z2| < |z1| + |22, q.e.d.

Konvergenz in C

Wir iibertragen nun die wichtigsten Begriffe und Sitze aus §4, §5, §7 {iber
Konvergenz auf Folgen und Reihen komplexer Zahlen.

Definition. Eine Folge (¢,),cn komplexer Zahlen heifit konvergent gegen eine
komplexe Zahl ¢, falls zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass
|en—c| <e firallen > N.
Wir schreiben dann lim ¢,, = c.
n—oo

Satz 2. Sei (¢,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge konvergiert genau
dann, wenn die beiden reellen Folgen (Re(cy))nen und (Im(cy))nen konver-
gieren. Im Falle der Konvergenz gilt

lim ¢, = lim Re(cy,) + i lim Im(c,,).
n—o0 n—oo N—ro0

Beweis. Wir setzen ¢,, = a,, + ib,, wobei a,, b, € R.

a) Die Folge (¢,)nen konvergiere gegen ¢ = a+ib, a,b € R. Dann existiert zu
jedem e > 0 ein N € N, so dass

|en—c| <e firallen > N.

Daraus folgt fiir alle n > N
|an—al = |Re(cp—c¢)| < |en—c| <k,
|bn—b| = [Im(c, —¢)| <|
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Also konvergieren die beiden Folgen (a,,) und (b,) gegen a = Re(c) bzw. b =
Im(c).

b) Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass die beiden Folgen (a,) und (b,)
gegen a bzw. b konvergieren. Zu vorgegebenem € > 0 existieren dann Ny, N, €
N, so dass

€ €
|a,,—a\<§ firn>N; und |b,,—b|<§ firn > N,.

Sei ¢ := a+ibund N := max(N;,N;). Dann gilt fiir alle n > N

e €
len — | = [(an—a) +i(b,— b)| < |ay —al + by — b| < 5+§:€.

Also konvergiert die Folge (c¢,,) gegen ¢ = a+ib.
Corollar. Sei (¢,)nen eine konvergente Folge komplexer Zahlen. Dann konver-
giert auch die konjugiert-komplexe Folge (¢,)nen und es gilt

lim ¢, = lim ¢,,.

n—oo n—oo
Beweis. Dies folgt daraus, dass Re(¢,) = Re(c,) und Im(c,,) = —Im(c,).

Definition. Eine Folge komplexer Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem
€ > 0ein N € N existiert, so dass

|en —cem| <€ fiir alle n,m > N.

Man beachte, dass diese Definition vollig mit der entsprechenden Definition
fiir reelle Folgen aus §5 iibereinstimmt.

Ahnlich wie Satz 2 beweist man
Satz 3. Eine Folge (c;)nen komplexer Zahlen ist genau dann eine Cauchy-Fol-

ge, wenn die beiden reellen Folgen (Re(cy,))nen und (Im(c,))nen Cauchy-Fol-
gen sind.

Da in R jede Cauchy-Folge konvergiert, folgt daraus

Satz 4. In C konvergiert jede Cauchy-Folge.

Bemerkung. Satz 4 besagt, dass C ein vollstindiger, bewerteter Korper ist.

Satz 5. Seien (¢;) nen und (dy) nen konvergente Folgen komplexer Zahlen. Dann
konvergieren auch die Summenfolge (¢, + dy)nen und die Produktfolge
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(cndn)nen und es gilt
lim (¢, +d,) = (lim ¢,) + (lim d,),
n—oo n—oo Nn—oo
lim (¢, d,) = (lim ¢,,)(lim d,).
n—s00 N—so0 N—soc0
Ist auflerdem limd, # 0, so gilt d, # 0 fiir n > no und die Folge (c,/dp)n>n,
konvergiert. Fiir ihren Grenzwert gilt
¢, lime,

lim & — .
ned, "~ limd,

Der Beweis kann fast wortlich aus §4 (Satz 3 und 4) iibernommen werden.

Definition. Eine Reihe Y~ ¢, komplexer Zahlen heiflt konvergent, wenn die
Folge der Partialsummen s, := Y)_ct, n € N, konvergiert. Sie heifit absolut
konvergent, wenn die Reihe ¥, |c,| der Absolut-Betrage konvergiert.

Das Majoranten- und das Quotienten-Kriterium fiir komplexe Zahlen kénnen
genau so wie im reellen Fall (siche §7) bewiesen werden.

Majoranten-Kriterium. Sei Y a, eine konvergente Reihe nicht-negativer re-
eller Zahlen a,. Weiter sei (c,)nen eine Folge komplexer Zahlen mit |c,| < ay
fiir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe Y,._ c, absolut.

Quotienten-Kriterium. Sei Y, ¢, eine Reihe komplexer Zahlen mit c,, # 0

fiir n > ng. Es gebe ein © € R mit 0 < 0 < 1, so dass

Cntl
Cn

<0 fur alle n > ny.

Dann konvergiert die Reihe Y, c, absolut.

Satz 6. Fiir jedes z € C ist die Exponentialreihe
- z"
exp(z) = ) —
=

absolut konvergent.
Beweis. Sei z # 0. Mit ¢, := 2" /n! gilt fiir alle n > 2|z

P | z| 1

= <=,

(n+1)! n+1 "2
Die Behauptung folgt deshalb aus dem Quotienten-Kriterium.

Cn+1
Cn

n!

"

Wie in §8, Satz 2, zeigt man die
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Abschitzung des Restglieds. Es gilt

N oz
exp(z) = 2 ; +RN+1(Z)7
n=0"""
|Z|N+1
wobei [Ry41(2)] < 2(N+ D fiir alle z mit |z[ < 1+ IN.

Satz 7 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir alle z1,z, € C gilt

exp(z) +z2) = exp(zy) exp(z2).
Beweis. Dies wird wie Satz 4 aus §8 bewiesen. Das ist moglich, da der dort vor-
angehende Satz 3 iiber das Cauchy-Produkt von Reihen richtig bleibt, wenn
man Y a, und Y b, durch absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen er-
setzt. Der Beweis muss nicht abgeéndert werden.

Corollar. Fiir alle z € C gilt exp(z) # 0.

Beweis. Es gilt exp(z) exp(—z) = exp(z —z) = exp(0) = 1. Wire exp(z) =0,
ergébe sich daraus der Widerspruch 0 = 1.

Bemerkung. Im Reellen hatten wir exp(x) > 0 fiir alle x € R bewiesen. Dies
gilt natiirlich im Komplexen nicht, da exp(z) im Allgemeinen nicht reell ist.
Aber selbst wenn exp(z) reell ist, braucht es nicht positiv zu sein. So werden
wir z.B. im néchsten Paragraphen beweisen, dass exp(in) = —1.

Satz 8. Fiir jedes z € C gilt exp(z) = exp(z )

n

Zk n
Beweis. Sei s,,(z) := z und s ( Z

k!
Nach den Rechenregeln fiir die Konjugatlo 1lt firallen € N
*_ .
:Z;)kv (k') 2 o)

Aus dem Corollar zu Satz 2 folgt daher

exp(z) = nlg}os; (z) = ,}Lnls" (z) = ,}Lnl,s”(z) =exp(z), qe.d

Definition. Sei D eine Teilmenge von C. Eine Funktion f: D — C heil3t stetig
in einem Punkt p € D, falls

lim /(2) = /(p).

zeD
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d.h. wenn fiir jede Folge (z,),en von Punkten z, € D mit limz, = p gilt
lim f(z,) = f(p). Die Funktion f heiBt stetig in D, wenn sie in jedem Punkt
;;Ew D stetig ist.
Satz 9. Die Exponentialfunktion

exp:C — C, z—exp(z),
ist in ganz C stetig.

Beweis. Die Abschitzung des Restglieds der Exponentialreihe liefert fiir
N=0:

lexp(z) — 1] < 2|z| fir|z| < 1.

Sei nun p € C und (z,) eine Folge komplexer Zahlen mit limz, = p, also
lim(z,, — p) = 0. Aus der obigen Abschétzung folgt daher

lim exp(z, — p) = 1.
n—oo
Mithilfe der Funktionalgleichung erhalten wir daraus

lim exp(z,) = lim exp(p) exp(z, — p) =exp(p), q.e.d.
n—oo n—rc0

AUFGABEN

13.1. Sei ¢ eine komplexe Zahl ungleich 0. Man beweise: Die Gleichung z> = ¢
besitzt genau zwei Losungen. Fiir eine der beiden Losungen gilt

RC(Z) — ./ |C| —|—2RC(C)7 Im(z) -0 |C| —;C(C),

+1, falls Im(c) >0,
o=
—1, falls Im(c) < 0.

Die andere Losung ist das Negative davon.

13.2. Sei a € R. Man zeige: Die Gleichung
2 42az+1=0

hat genau dann keine reellen Losungen, wenn |a| < 1. In diesem Fall hat
die Gleichung zwei konjugiert komplexe Losungen, die auf dem Einheitskreis
{z€ C:|z] = 1} liegen.
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13.3. Man bestimme alle komplexen Losungen der Gleichungen

Z2=1 und w®=1.
13.4. (Die elementare analytische Geometrie der Ebene sei vorausgesetzt.)
Man zeige: Fiir jedes ¢ € C\ {0} und jedes o € R ist

{z€e C:Re(cz) = o}

eine Gerade in C. Umgekehrt 1dsst sich jede Gerade in der komplexen Ebene
C so darstellen.

13.5. Sei z; := —1 —i und z; := 3 + 2i. Man bestimme eine Zahl z3 € C, so
dass z1,z7,23 die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bilden.

13.6. Man zeige:

a) Fiir jede Zahl { € C~ {0} gilt [C/{| = 1.

b) Zu jeder Zahl z € C mit |z| = 1 gibt es ein { € C~ {0} mit z= /L.
13.7. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

oo

o Z6) Zmw(n) 2RGE)

n=1 n=2 n=2

M

13.8. Es sei k > 1 eine natiirliche Zahl und fiir » € N seien

A, e M(kxk,C), A4,= (al(,j'.f))7
komplexe k x k—Matrizen. Man sagt, die Folge (4,),cn konvergiere gegen die
Matrix 4 = (a;;) € M(k x k,C), falls fiir jedes Paar (i, ) € {1,...,k}? gilt

(n)

lim a; ]

n—oo

= ajj.
Man beweise:
i) Fir jede Matrix 4 € M(k x k, C) konvergiert die Reihe
exp(4) := 2 %A”.
ii) Seien 4,B € M(k x k,C) Matrizen mit AB = BA. Dann gilt
exp(4 + B) = exp(4) exp(B).
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Wie bereits angekiindigt, fithren wir nun die trigonometrischen Funktionen mithilfe
der Eulerschen Formel e™ = cosx + isinx ein. Thre wichtigsten Eigenschaften, wie
Reihenentwicklung, Additionstheoreme und Periodizitét ergeben sich daraus in einfa-
cher Weise. AuBlerdem behandeln wir in diesem Paragraphen die Arcus-Funktionen,
die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen.

Definition (Cosinus, Sinus). Fiir x € R sei
cosx := Re(e™),
sinx := Im(e™).
Es ist also e” = cosx + isinx (Eulersche Formel).

Geometrische Deutung von Cosinus und Sinus in der GauBBschen Zahlenebe-
ne. Fiir alle x € R ist |¢”| = 1, denn nach §13, Satz 8, gilt

ix _ix:€0:1.

ix’z — ol —

|e
€™ ist also ein Punkt des Einheitskreises der GauBschen Ebene und cosx bzw.

sinx sind die Projektionen dieses Punktes auf die reelle bzw. imaginidre Achse
(Bild 14.1).

sinx

Bild 14.1

Nach Aufgabe 14.1 kann man x als orientierte Lange des Bogens von 1 nach
e™ mit Parameterdarstellung 7 — e, 0 < ¢ < x, (bzw. 0 > ¢ > x, falls x negativ
ist) deuten.
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Satz 1. Fiir alle x € R gilt:

a) cosx = % (e’* + e*i"), sinx = 2% (eix - e*“).
b) cos(—x) =cosx, sin(—x) = —sinx.

¢) cos?x+sinx=1.

Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Definition.

Satz 2. Die Funktionen cos:R — R und sin: R — R sind auf ganz R stetig.

Beweis. Sei a € R und (x;,) eine Folge reeller Zahlen mit limx, = a. Daraus
folgt lim(ix,) = ia, also wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lime™ = ¢,
Nach §13, Satz 2, gilt nun
limcosx, = limRe (ei"”) =Re (ei”) =cosa,
limsinx, = limIm (eix") =1Im (ei“) =sina.
Also sind cos und sin in a stetig.

Satz 3 (Additionstheoreme). Fiir alle x,y € R gilt
cos(x+y) = cosxcosy — sinxsiny,

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny.

Beweis. Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
ei(x+y) — Xy gix v
ergibt sich mit der Eulerschen Formel
cos(x+y) +isin(x+y) = (cosx +isinx)(cosy +isiny)
= (cosxcosy — sinxsiny) + i(sinxcosy + cosxsiny).

Vergleicht man Real- und Imaginérteil, erhdlt man die Behauptung.

Corollar. Fiir alle x,y € R gilt

+y . x—y
sin—-=,

Xty . x—y

COSX —cosy = —2s8in —=—sin——.
2 2

. . x
sinx — siny = 2cos



§ 14 Trigonometrische Funktionen 137

Beweis. Setzen wir u := x%, vi="5% soistx=wu+vundy=u—v. Aus Satz

3 folgt
sinx — siny = sin(z + v) — sin(u — v)
= (sinucosv+ cosusinv) — (sinucos(—v) + cosusin(—v))
Yy Xy

. X .
=2cosusiny = ZCOSTSIH 7

Die zweite Gleichung ist analog zu beweisen.

Satz 4. Fiir alle x € R gilt

o 2% 2 4
R A N S B
cosx—kgb( 1) (2k)!_1 TRTRERE
o 2%+ 3.5
inx=S (o XYY
smx—Z( 1) ;=% +=F....

P (2k+1) 31 5!
Diese Reihen konvergieren absolut fiir alle x € R.

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt unmittelbar aus der absoluten Konver-
genz der Exponentialreihe.

Fiir die Potenzen von i gilt

1, fallsn=4m,

j, fallsn=4m+1,

S (meN).
—1, fallsn=4m+2,
—i, fallsn=4m+3,

Damit erhdlt man aus der Exponentialreihe

o ()" & X"

o — Z :Zin*

n=0 n! n=0 n!
oo x2k oo x2k+1

= VY (D)=t Y (- ———.
kg;) (2k)! ,;0 (2k+1)!

Da cosx = Re (¢™) und sinx = Im (™), folgt dic Behauptung.

Satz 5 (Abschitzung der Restglieder). Es gilt
n i x2k
=Y (-1
cosx ]Zz)( ) 20! +rops2(x),
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. n . 21
Sy = k;)(*l) m +ran3(x),
wobei
|x|2n+2 :
rans2(x)] < TR fiir |x| < 2n+3,
|x|2n+3 ]
|’”2n+3(x)| < m fiﬂ’ \x\ <2n-+4.

Bemerkung. Die Restgliedabschéitzungen sind sogar fiir alle x € R giiltig, wie
spéter (§22) aus der Taylor-Formel folgt.

Beweis. Es ist

x2

x2n+2
2n+2)! <1 ~ (2n+3)(2n+4) i) '

ranpa(x) =+ (

Fiir k > 1 sei

x2k
W on+3)2n+4) ... (2nr2(k+ 1))
Damit ist
x2n+2
V2n+2(x):im(l*ﬂl+ﬂ2*d}i...).
Da
x2
aj = dj—
K an 2k + ) (2n+2k+2)°

gilt fur |x] <2n+3
I1>a1>a>a3>....

Wie beim Beweis des Leibniz’schen Konvergenzkriteriums (§7, Satz 4) folgt
daraus

0<l—a1+ay—az£...<1.
. \x\2"+2
Deswegen ist |r2,42(x)] < )t
Die Abschitzung des Restglieds von sinx ist analog zu beweisen.
. sinx
Corollar. lim — = 1.
x— X
x#£0
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Beweis. Wir verwenden das Restglied 3. Ordnung:

Sinx = x+73(x),  wobei [r3(x)] < 2L fir x| < 4,
dh.
[
6

Division durch x ergibt

LI
S? fur0<|x|<4

| sinx —x| < fiir |x| < 4.

sinx
——1
x

Daraus folgt die Behauptung.

Die Zahl

Die Zahl © wird gewdhnlich geometrisch definiert als Umfang eines Kreises
vom Durchmesser 1. Eine andere, dquivalente geometrische Definition von
ist die als Fliche des Kreises mit Radius 1. Wir geben hier eine analytische
Definition mithilfe der Nullstellen des Cosinus und zeigen spiter, dass diese
Definition zu den geometrischen Definitionen dquivalent ist.

Satz 6. Die Funktion cos hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle.

Zum Beweis benotigen wir drei Hilfssétze.

Hilfssatz 1. cos2 < —1.
Beweis. Es ist
x? . |x[*
cosx=1-— ?+r4(x) mit |ra(x)] < = fur|x] < 5.
Speziell fiir x = 2 ergibt sich
cos2=1-2+r42) mit |r4(2)] <18 = %,
also

0052<172+%271 g.e.d.

Hilfssatz 2. sinx > 0 fiir alle x € ]0,2].

Beweis. Fiir x # 0 konnen wir schreiben

sine -+ a(s) =x (1421,

X



140 § 14 Trigonometrische Funktionen

Nach Satz 5 ist

r@)| |x[* <

4 .
1S 673 fir alle x €]0,2] ,

also

2
sinx>x<1—§> :§>0 fur alle x €]0,2] .

Hilfssatz 3. Die Funktion cos ist im Intervall [0,2] streng monoton fallend.

Beweis. Sei 0 < x < x' < 2. Dann folgt aus Hilfssatz 2 und dem Corollar zu
Satz 3

/ . x/
sin

cosx’ —cosx = —2sin <0, qed

Beweis von Satz 6. Da cos0 = 1 und cos2 < —%, besitzt die Funktion cos nach

dem Zwischenwertsatz im Intervall [0,2] mindestens eine Nullstelle. Nach
Hilfssatz 3 gibt es nicht mehr als eine Nullstelle.

Wir konnen nun die Zahl 1t definieren.

Definition. g ist die (eindeutig be-
stimmte) Nullstelle der Funktion cos
im Intervall [0,2]. 0 2

2
Bild 14.2

Niherungsweise Berechnung von

Obwohl es effizientere Methoden zur Berechnung von m gibt (eine davon ist
in Aufgabe 22.6 beschrieben), ldsst sich die obige Definition auch direkt zur
ndherungsweisen Berechnung von 7 benutzen. Wir schreiben dazu eine ARIBAS-
Funktion cos20, die den Cosinus durch den Anfang seiner Reihen-Entwick-
lung bis einschlieBlich des Gliedes der Ordnung 20 berechnet. Der Fehler ist
dann nach Satz 5 kleiner als |x|?2/22! < 10721 |x|?2.
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function cos20(x: real): real;
var

Z, U, XX: real;

k: integer;

begin
zZ :=u := 1.0;
XX 1= -X*X;
for k := 1 to 10 do
u = urxx/ ((2*k-1) *2*k) ;
Z 1= 2z + U;
end;
return z;
end.

Mit der Funktion findzero aus §11 berechnen wir nun ein Intervall der
Linge 10713, in dem 7t/2 liegt. Dazu muss zuerst die Rechengenauigkeit auf
double float eingestellt werden (das entspricht in ARIBAS einer Mantis-
senléinge von 64 Bit; es ist 2704 ~ 5.4 - 10720).

==> set_ floatprec (double float).
-: 64

==> eps := 10**-15.
-: 1.00000000000000000E-15

==> x0 := findzero(cos20,0,2,eps).
-: 1.57079632679489700

==> cos20 (x0-eps/2) .
-: 1.35479697569886180E-16

==> cos20 (x0+eps/2) .
-: -8.64512190806724724E-16

Da 1.622/22! < 310", ist damit /2 mit einer Genauigkeit +0.5- 10713
ausgerechnet, und man erhélt

T =13.141592653589794 + 1013,

Satz 7 (Spezielle Werte der Exponentialfunktion).

i3

=i M=—1, 2 =—i, SM=1.



142 § 14 Trigonometrische Funktionen

Beweis. Da cos § = 0, ist

oW 2T
smi—l c0s2—1.

Nach Hilfssatz 2 ist daher sin% = +1, also
' =cos] +isinf =i.
Die restlichen Behauptungen folgen wegen &’ T =
Aus Satz 7 ergibt sich folgende Wertetabelle fiir sin und cos.
v J0[5] x|
0[1|0|-1{0
110|—-1/0 |1

sinx

COSXx

Corollar 1. Fiir alle x € R gilt

a) cos(x+2m) =cosx,  sin(x+2m) = sinx.
b) cos(x+m)=—cosx, sin(x+m)=—sinx.
¢) cosx=sin(5—x), sinx = cos (5 —x) .

Dies folgt unmittelbar aus den Additionstheoremen und der obigen Werteta-
belle.

Bemerkung. Aus dem Corollar folgt, dass man die Funktionen cos und sin nur
im Intervall [0, ] zu kennen braucht, um den Gesamtverlauf der Funktionen
cos und sin zu kennen. Die Graphen von cos und sin sind in Bild 14.3 darge-

stellt.

1 sin
7 SN
2n - 7 T 7 2 F
cos

Bild 14.3 Graphen von Sinus und Cosinus

Corollar 2 (Nullstellen von Sinus und Cosinus).

a) {xeR:sinx=0}={kn:ke€Z},
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b) {xeR:cosx=0} = {5 +kn:kecZ}.

Beweis. a) Nach Definition von 5 und wegen cos(—x) = cosx gilt cosx > 0 fiir

—2 < x < }. Dasinx = cos (§ —x), folgt daraus

sinx >0 fir0<x<m.
Wegen sin(x + 1) = —sinx gilt
sinx <0 firm<x<2m.

Daraus folgt, dass 0 und & die einzigen Nullstellen von sin im Intervall [0,27]
sind. Sei nun x eine beliebige reelle Zahl mit sinx = 0 und m := |x/2x] . Dann
gilt

x=2mn+& mit 0<E<2n

und sin& = sin(x — 2mm) = sinx = 0. Also ist § = 0 oder 7, d.h. x = 2mm oder
x=(2m+1)m.

Umgekehrt gilt natiirlich sinkm = 0 fiir alle £ € Z.

b) Dies folgt aus a) wegen cosx = —sin (x - 12,[)

Corollar 3. Fiir x € R gilt e* = | genau dann, wenn x ein ganzzahliges Viel-
faches von 2w ist.

Beweis. Wegen

1 . . —ix/2 .
B

gilt ¥ = 1 genau dann, wenn siny = 0. Die Behauptung folgt deshalb aus
Corollar 2 a).

Definition (Tangens, Cotangens).
a) Die Tangensfunktion ist fiir x € R \ {% +kn: ke Z} definiert durch

Der Graph des Tangens ist in Bild 14.4 dargestellt.
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(ST

Bild 14.4 Tangens

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Satz 8 und Definition.

a) Die Funktion cos ist im Intervall [0,m] streng monoton fallend und bildet
dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion

arccos:[—1,1] = R

heifst Arcus-Cosinus.

b) Die Funktion sin ist im Intervall [

_n
29

T
2

] streng monoton wachsend und

bildet dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion

arcsin:[-1,1] = R

heifst Arcus-Sinus.

¢) Die Funktion tan ist im Intervall | -5,
bildet dieses Intervall bijektiv auf R ab. Di

arctan:R — R

heifit Arcus-Tangens.

T
2
e

[ streng monoton wachsend und
Umbkehrfunktion
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Beweis

a) Nach Hilfssatz 3 ist cos in [0,2], insbesondere in [0, 5] streng monoton fal-
lend. Da cosx = —cos(nt —x), ist cos auch in [%771: streng monoton fallend.
Nach §12, Satz 1, bildet daher cos das Intervall [0, 7t] bijektiv auf [cos T, cos 0] =

[—1,1] ab.

b) Da sinx = cos (5 —x), folgt aus a), dass sin im Intervall [—7,%] streng
monoton wéchst und daher dieses Intervall bijektiv auf [sin (—’2—‘) ,8 n( )}
[—1,1] abbildet.

¢) i) Sei 0 <x <x’ < %. Dann gilt sinx < sinx’ und cosx > cosx’ > 0. Daraus
folgt

sinx  sinx’

tanx = — < ;= tanx’,
COSX  COSX
tan ist also in [O, 5 | streng monoton wachsend. Well tan(—x) = —tanx, wichst
tan auch in ] —7,0/, d.h. im ganzen Intervall ] 373 [ streng monoton.

ii) Wir zeigen jetzt, dass llmx/% tanx = oo,

Sei (xy,)nen eine Folge mit x,, < % und limx, = % Wir diirfen annehmen, dass
X, > 0 fiir alle n. Dann ist auch

CoSX .
wi=—2">0 firalleneN
sinx;,
und
. limcosx, cosT 0
hmyn:%.": p ,% =-=0.
limsinx, siny 1

Daraus folgt (§4, Satz 9)

1
limtanx, =lim— =, q.e.d.
Yn

iil) Wegen tan(—x) = —tanx folgt aus ii)

lim tanx = —eo.
N\-3

iv) Mithilfe von §12, Satz 1, ergibt sich aus i)-iii), dass tan das Intervall
] 2.3 [bljektlv auf R abbildet.

Die Graphen der Arcus-Funktionen sind in den Bildern 14.5-14.7 dargestellt.
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—In n | _ arcsin
\ 2 |
|
| I
[ -1 I
: arccos } i
! \
|
4’7ﬁ—> ‘ 1 _E
-1 1 2
Bild 14.5 Arcus cosinus Bild 14.6 Arcus sinus
T2f -~ e
arctan
/41—

____________ - —m/2

Bild 14.7 Arcus tangens

Bemerkung. Die in Satz 8 definierten Funktionen nennt man auch die Haupt-
zweige von arccos, arcsin und arctan. Fiir beliebiges k € Z gilt:

a) cos bildet [krt, (k+ 1)7t] bijektiv auf [—1, 1] ab,
b) sin bildet [—% + km, 5 + kn] bijektiv auf [—1,1] ab,
c) tan bildet | -5 +km,  + kn[ bijektiv auf R ab.
Die zugehdrigen Umkehrfunktionen
arccosg: [—1,1] = R,
arcsing:[—1,1] = R,
arctang: R — R

heiBlen fiir k£ # 0 Nebenzweige von arccos, arcsin bzw. arctan.
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Polarkoordinaten

Jede komplexe Zahl z wird durch zwei reelle Zahlen, den Realteil und den

Imaginirteil von z dargestellt. Dies sind die kartesischen Koordinaten von z

in der Gauf3’schen Zahlenebene. Eine andere oft niitzliche Darstellung wird

durch die Polarkoordinaten gegeben.

Satz 9 (Polarkoordinaten). Jede komplexe Zahl z ldisst sich schreiben als
z=r-€°,

wobei @ € R und r = |z| € Ry. Fiir z # 0 ist @ bis auf ein ganzzahliges Vielfa-

ches von 2m eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Die Zahl ¢ ist der Winkel (im Bogenmaf}) zwischen der positiven
reellen Achse und dem Ortsvektor von z (Bild 14.8). Man nennt ¢ auch das
Argument der komplexen Zahl z = r- &/,

Yy
z = rel®
r ¢
‘ ~ Bild 14.8

Beweis. Fiir z = 0 ist z = 0 - ¢/® mit beliebigem ¢. Sei jetzt z # 0, r := |z|
und { := 2. Dann ist [{| = 1. Sind & und 1 Real- und Imaginirteil von {, d.h.
{=E&+im,sogiltalso £24+n? =1 und || < 1. Deshalb ist

o := arccos&

definiert. Da cosa, = &, folgt

sinot=44/1 -2 =4n.

Wir setzen @ := a, falls sinot =1 und @ := —q,, falls sinot = —1. In jedem Fall
ist dann

e® =cosp+ising=E+im=_{.
Damit gilt z = re’®. Die Eindeutigkeit von ¢ bis auf ein Vielfaches von 21

folgt aus Corollar 3 zu Satz 7. Denn ¢ = ¢V = { impliziert &/®¥) = 1, also
¢ — Yy = 2km mit einer ganzen Zahl k.

Bemerkung. Satz 9 erlaubt eine einfache Interpretation der Multiplikation kom-
plexer Zahlen. Sei z = r1€® und w = rpe'¥. Dann ist zw = r1r2e/ @) Man



148 § 14 Trigonometrische Funktionen

erhdlt also das Produkt zweier komplexer Zahlen, indem man ihre Betrdge
multipliziert und ihre Argumente addiert (Bild 14.9).

2w = 1l (0TY)

Bild 14.9 Zur Multiplikation komplexer Zahlen

Corollar (n-te Einheitswurzeln). Sei n eine natiirliche Zahl > 2. Die Gleichung
2" = 1 hat genau n komplexe Losungen, nimlich z = {y, wobei

Go=e ", k=0,1,...n—1.

S
e s

Bild 14.10 Fiinfte Einheitswurzeln

Beweis des Corollars. Die Zahl z € C geniige der Gleichung z” = 1. Wir
konnen z darstellen als z = re® mit 0 < ¢® <2mundr > 0. Da

L= 2| ==,
istr =1, also

Z'= (ei‘p)n =" =1.
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Nach Corollar 3 zu Satz 7 existiert ein k € Z mit ng = 2km, d.h. ¢ = 2T Wegen

0<¢<2mist0<k<nundz= 0. !
Umgekehrt gilt fir jedes £

&= (e"¥)n =2 — 1,
Anwendung

(14.1) Reguléres n-Eck. Die n-ten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines dem
Einheitskreis einbeschriebenen gleichseitigen n-Ecks (s. Bild 14.10). Die k-te
Seite ist die Strecke von e2™(*~1)/7 nach 2%/7 (k =1, ..., n) und hat die Linge

’ G2mik/n _ ami(k=1)/n| _

Sp =

‘ezm(k—l/z)/n (em'/n _ e—ni/n)

em/n _ efm/n

= 2sin(nt/n).

Infolgedessen ist der Umfang des reguldren n-Ecks gleich
L, =2nsin(rn/n).
Lésst man »n gegen oo streben, so schmiegen sich die reguldren n-Ecke immer

mehr dem Einheitskreis an. Der Grenzwert der Langen L, ist als Umfang des
Einheitskreises definiert. Es gilt

lim L, — Tim 2nsin(/n) — lim 2r 570"
n—o0 n—so0 n—oo TC/}’l
= 2nlim smx _ 27
x—0 X

nach dem Corollar zu Satz 5. Der Umfang des Einheitskreises ist also gleich
2n. Damit haben wir den Anschluss der analytischen Definition von 7 an die
geometrische Definition hergestellt.

AUFGABEN

14.1. Sei x cine reelle Zahl und » eine natiirliche Zahl > 1. Die Punkte A,(C”) auf
dem Einheitskreis der komplexen Ebene seien wie folgt definiert:
k

A = k=0,1,....n.
Sei L, die Lange des Polygonzugs A(()n>A(1") . .A,<7”>, d.h.

n
Ly=Y
k=1

() 4(m)
4" -4".
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Man beweise:

5

a) L,=2n ’sini
2n

b) lim 2nsin - = x.
n—soo 2n

14.2. Man beweise fiir alle x,y € R, fiir die tanx, tany und tan(x +y) definiert

sind, das Additionstheorem des Tangens

tanx +tany

t =
an(x +) 1 —tanxtany

14.3. Man berechne mithilfe der Additionstheoreme (die exakten Werte von)

sinx, cosx, tanx an den Stellenx = §, 7, %, %.

14.4. Sei x eine reelle Zahl. Man beweise
1 + l:x _ eZi(P
1—ix

wobei @ = arctanx.

14.5. Die Funktionen Cosinus und Sinus werden im Komplexen wie folgt de-
finiert: Fiir z € C sei

cosz:=1(e"+e F), sinz 1= .(e” —e ).
Man zeige fiir alle x,y € R

cos(x+iy) = cosxcoshy —isinxsinhy

sin(x+iy) = sinxcoshy+icosxsinhy

(Die Funktionen cosh und sinh wurden in Aufgabe 10.1 definiert.)

14.6. Seien z| und z; zwei komplexe Zahlen mit sinz; = sinz,. Man zeige: Es
gibt eine ganze Zahl n € Z, so dass

z1=2z3+2nn oder z;=-—z+(2n+1)m.
14.7. (Vgl. Aufgabe 13.8) Man zeige, dass fiir alle 7 € R gilt

0 ¢ cosht sinht
exp = )
t 0 sinh¢ cosht
cost sint
—sint cost |

I¢]
>
o
N
L s
ON
~_
Il
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§ 15 Differentiation

Wir definieren jetzt den Differentialquotienten (oder die Ableitung) einer Funktion
als Limes der Differenzenquotienten und beweisen die wichtigsten Rechenregeln fiir
die Ableitung, wie Produkt-, Quotienten- und Ketten-Regel sowie die Formel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion. Damit ist es dann ein leichtes, die Ableitungen aller
bisher besprochenen Funktionen zu berechnen.

Definition. Sei /' C Rund f: ' — R eine Funktion. f heifit in einem Punkt
x € V differenzierbar, falls der Grenzwert
f (x) ‘—  lim M
E—x E_, —X
EelV~{x}
existiert. (Insbesondere wird vorausgesetzt, dass es mindestens eine Folge
Er €V~ {x} mit lim,—&, = x gibt, d.h. dass x ein Hiufungspunkt von V'
ist, vgl. die Definition in § 9, Seite 86. Dies ist z.B. stets der Fall, wenn V' ein
Intervall ist, das aus mehr als einem Punkt besteht.)
Der Grenzwert f”(x) heifit Differentialquotient oder Ableitung von f im Punk-
te x. Die Funktion f hei}t differenzierbar in V, falls f in jedem Punkt x € V'
differenzierbar ist.

Bemerkung. Man kann den Differentialquotienten auch darstellen als

S th) - fx)
=lim—————=.
f(x) = lim ’
Dabei sind natiirlich bei der Limesbildung nur solche Folgen (4,) mit
lim A, = 0 zugelassen, fiir die 4, # 0 und x+ A,, € V flir alle n.

Geometrische Interpretation des Differentialquotienten
Der Differenzenquotient % ist die Steigung der Sekante des Graphen
von f durch die Punkte (x, f(x)) und (&, f(§)), vgl. Bild 15.1. Beim Grenz-
iibergang & — x geht die Sekante in die Tangente an den Graphen von f im
Punkt (x, f(x)) iiber. /'(x) ist also (im Falle der Existenz) die Steigung der

Tangente im Punkt (x, f(x)).

L{]ix) fiir /().
M)

Diese Schreibweise erklért sich so: Schreibt man A fir den Differenzen-

Bezeichnung. Man schreibt auch
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x 3 Bild 15.1

quotienten £ '(%;{ ) 50 wird damit

afe) AT

dx  A—0 Ax
Im Gegensatz zum Differenzenquotienten ist jedoch der Differentialquotient
as ( ) nicht der Quotient zweier reeller Zahlen d f(x) und dx. Die Schreibweise

af ( ) ist auch insofern problematisch, dass der Buchstabe x in Zahler und Nen-

ner eine verschiedene Bedeutung hat. Ist z.B. x = 0, so kann man zwar f’(0),
d7(0)

aber nicht =~ schreiben. In diesem Fall verwendet man die Schreibweisen
d d
/ —(0) oder /() .
dx X |0
Beispiele

(15.1) Fiir eine konstante Funktion /: R — R, f(x) =¢, gilt

P = tim L& W) ez

E—x E_, —X E—x &_, —X
E#x E#x

152) fR—R, f(x)=cx, (ceR).
0=t P i
E#x E#x

153) f:R—R, f(x) =x?

o SR - f(x) (x+h)?—
fx) = Jin h =
. 2xh+ h?

= lim(2x+h) =2x
h—0 h—0
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(154) fR* —R, f(x)=1.
SRS . 111
7) = Jim PG i ()
i x—(x—|—h)_1. -1 1
e h(x+h)x s (x+h)x  x%’

also

dny_ 1
dx\x)  x*

(15.5) exp:R—R.

Unter Benutzung von Beispiel (12.7) erhélt man

h) — h)—1
expl(x) = }1’13?) exp(x+ })l exp(x) :}llij%exp(x)%
= exp(x) },E)I(l] % =exp(x).

Die Exponentialfunktion besitzt also die merkwiirdige Eigenschaft, sich bei
Differentiation zu reproduzieren.

(15.6) sin:R— R.

Mithilfe von §14, Corollar zu Satz 3 erhalten wir

. . hYainh
sin (x) — }lim sin(x 4 #) — sinx — Lm 2cos(x+3)sin3

—0 h h—0 h

- h
sing
= (limcos(x—&—%)) <lim hz>
h—0 h—0 5

Da cos stetig ist, gilt }lir% cos (x+ %) = cosx und nach §14, Corollar zu Satz 5,
s sin% .
ist lim—-= = 1. Damit folgt
h—0 2
2
sin’(x) = cosx.

(15.7) cos:R—R.

Analog zum vorigen Beispiel schlieit man
: hYainh
cos'(x) = lim cos(x+#4) — cos(x) — Lm —2sin(x+ 3)sin3
h—0 h h—0 h
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s h
o . sinj )
= — ( limsin(x+%) ) ( lim —2 | = —sinx
h—0 2 =0k

cos’(x) = —sin(x).

also

(15.8) Die Ableitung komplexwertiger Funktionen wird ebenso definiert wie
fiir reellwertige Funktionen. Als Beispiel betrachten wir die Funktion
fR—C, x— f(x):=e",

wobei A € C eine komplexe Konstante ist (die Variable x ist jedoch reell).

d Ax
Behauptung. qe _pet,

dx
Beweis. Wir verwenden die Restgliedabschitzung der Exponentialreihe im
Komplexen (§13, Seite 132)

exp(Ax) — (1+Ax)| < [Mf? fiir [Ax] < 3/2.
Division durch x # 0 ergibt

M1 5
—k‘ < |A%x] fir |Ax] < 3/2,
M1
also lim = A. Daraus folgt
x—0 X
d Ax 1 Ah 1
;x = lim — (M) — &) = lim ¢ — =, qed.

. d ; ; o
Folgerung. Speziell fir A = i hat man d—e”‘ = ie™. Setzt man darin die Euler-
X
sche Formel ein, so folgt
T (cosx+isinx) =i(cosx +isinx) = —sinx+icosx.
X

Durch Vergleich der Real- und Imaginérteile erhélt man einen neuen Beweis
der bereits in (15.6) und (15.7) bewiesenen Formeln

cos’(x) = —sinx, sin’(x) = cosx.

(15.9) Wir betrachten die Funktion abs: R — R (vgl. Bild 10.1).
Behauptung. abs’(0) existiert nicht.
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Beweis. Sei h, = (—1)"1, (n > 1). Es gilt limh, = 0.

__abs(0+h,) —abs(0) 1o B "
qn = I = ot =(-D)".

n

lim,,_,. g, existiert nicht, also ist die Funktion abs im Nullpunkt nicht diffe-
renzierbar.

Bemerkung. Seix € V C Rund f: 7 — R eine Funktion. f heifit im Punkt x
von rechts differenzierbar, falls der Grenzwert
- f(8) — /)
fo(x) i= lim 72—
P =T
existiert. Die Funktion f heifit in x von links differenzierbar, falls
- f(8) - /)
f(x) := lim =~~~
S (x) Ly
existiert.

Die Funktion abs ist im Nullpunkt von rechts und von links differenzierbar,
und zwar gilt abs’, (0) = +1, abs”_(0) = —1.

Satz 1 (Lineare Approximierbarkeit). Sei V C R und a € V ein Haufungspunkt
von V. Eine Funktion f:V — R ist genau dann im Punkt a differenzierbar,
wenn es eine Konstante ¢ € R gibt, so dass

fx)=fl@) +ex—a)+ox), (xeV),

wobei ¢ eine Funktion ist, fiir die gilt

}g}]@:o,
“ix—a

In diesem Fall ist c = f'(a).

Bemerkung. Der Satz driickt aus, dass die Differenzierbarkeit von f im Punkt a
gleichbedeutend mit der Approximierbarkeit durch eine affin-lineare Funktion
ist. Mit den obigen Bezeichnungen ist diese affin-lineare Funktion

L(x)=f(a)+c(x—a).
Der Graph von L ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)),
siche Bild 15.2. Unter Benutzung des Landauschen o-Symbols (definiert in
§ 12) ldsst sich schreiben

fx)=f(a)+c(x—a)+o(|x—al|) firx—a.
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1
1
1
1
1
1
a

Bild 15.2 Affin-lineare Approximation

Beweis.
a) Sei zunichst vorausgesetzt, dass 1 in a differenzierbar ist und ¢ := f/(a).
Wir definieren die Funktion ¢ durch

J(x) = fla) +elx—a) +o(x).

Dann gilt
(p(x) — f(x) _f(a) _ f’(a)

o(x) =0.

also limy ., =~

b) Es sei nun umgekehrt vorausgesetzt, dass fiir /' die Darstellung
J(x) = fla) +c(x—a) + ¢(x)

mit lim,_., % = 0 besteht. Dann ist

fim (V1 ) =i 9 0,
also
i /0= 1@) _

X—a xX—a

d.h. 7 ist in a differenzierbar und f'(a) = c.

Corollar. Ist die Funktion f:V — R im Punkt a € V differenzierbar, so ist sie
in a auch stetig.

Beweis. Wir benutzen die Darstellung von f aus Satz 1. Es gilt lim ¢(x) = 0,
X—a
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also
lim /(x) = f(a) + lim (c(x—a) + §(x)) = f(a), q.ed.

xX—a
Differentiations-Regeln

In den meisten Fillen verwendet man bei der Berechnung der Ableitung einer
Funktion nicht direkt die Limes-Definition, sondern fiihrt die Ableitung mit
gewissen Regeln auf schon bekannte Félle zuriick. Diese Regeln, wie Produkt-
und Quotientenregel, Kettenregel und den Satz iiber die Ableitung der Um-
kehrfunktion werden wir jetzt beweisen und Beispiele besprechen.

Satz 2 (Algebraische Operationen). Seien f,g: V — Rinx € V differenzierbare
Funktionen und . € R. Dann sind auch die Funktionen

fHE M gV =R
in x differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:
a) Linearitit

(f+8)(x) = f(x)+£'(x),

M) () = Af'(x).

b) Produktregel

(f8)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g (x).
¢) Quotientenregel

Ist g(&) # 0 fiir alle & € V, so ist auch die Funktion (f/g):V — R in x diffe-
renzierbar mit

({E’ > / =L '(¥)g(x) — f(x)g'(x)

Beweis.
a) Dies folgt unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen.
b) Produktregel.

. flx+h)gx+h)— f(x)g(x

= lim {4 B) (gl ) — g(0) + (x4 B) — 1) 2())
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i e ST 80y SIS,
— X)) +f We).

Dabei wurde die Stetigkeit von f in x verwendet.

¢) Quotientenregel. Wir behandeln zunéchst den Spezialfall ' = 1.

oe

Der allgemeine Fall folgt hieraus mithilfe der Produktregel:
Y oo = (1Y 0= oy =€)
(£) = (r1) 0=t i s 25
_ (¥)gl) — /(0 )
g(x)? '

.1 1 1
W <g(x+h) _@>
i (st )
h—0 g(x+h)g(x) h

Beispiele

(15.10) Sei f,(x) =x",n e N.
Behauptung: £/ (x) = nx"~.

Beweis durch vollstdndige Induktion nach n.

Die Fille n = 0, 1,2 wurden bereits in den Beispielen (15.1) bis (15.3) behan-
delt.

Induktionsschrittn — n+1. Da f,+1 = f1 /5, folgt aus der Produktregel
St () = A0 () + 1) f(x) = 1" (") = (n+ 1)

15.11) /- R* =R, f(x) = )%, (neN).

Die Quotientenregel liefert sofort

_(nxnil) —n—1
X)=——5">"=—nx
==
Aus (15.10) und (15.11) zusammen folgt, dass
d

S = "l firallen € Z.
X
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(Falls n < 0, muss x # 0 vorausgesetzt werden.)

(15.12) Fiir die Funktion tanx = gg;);c erhalten wir aus der Quotientenregel
, sin’(x) cos(x) —sin(x) cos’(x)  cos®x + sin’x 1
tan’(x) = 3 = 2 = co2x’
cos?(x) cos?x cos?x

Satz 3 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I C R ein nicht-triviales (d.h. ein
aus mehr als einem Punkt bestehendes) Intervall, f: I — R eine stetige, streng
monotone Funktion und g = f~': J — R die Umkehrfunktion, wobei J = f(I).

Ist f im Punkt x € I differenzierbar und f'(x) # 0, so ist g im Punkt y := f(x)
differenzierbar und es gilt

IS S
$0)= 50 = 7leb)”

Beweis. Sei ny € J~\ {y} irgendeine Folge mit limy_,..ny = y. Wir setzen
& = g(ny). Da g stetig ist (§12, Satz 1), ist limy_.& = x. AuBerdem ist
&y # x fur alle v, da g: J — I bijektiv ist. Nun gilt
- - 1 1
lim S Z80) _p Eemx -

voe s my—y v f(E) = f(x)  vee L8/ f(x)

E..v —X

Alsoist g'(y) = f/zx) = W@»'
Beispiele

(15.13) log: RY. — R ist die Umkehrfunktion von exp: R — R. Daher gilt nach
dem vorhergehenden Satz

_ 1 _ 1 1

" exp/(logx)  exp(logx) x°

log/(x)

Anwendung. Aus der Ableitung des Logarithmus lésst sich folgende Darstel-
lung fiir die Zahl e ableiten:

1 n
e= lim <1+7> .
n—oo n

Beweis. Da log/(1) = 1, folgt

1 log(1+1
limnlog<1+—> — lim Lﬂ) —1.
n—oo n N—so0 i
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Nunist (1+1)" = exp (nlog(1 +1)), also wegen der Stetigkeit von exp

n—oo

1 n
lim <1+;> =exp(l)=e, qe.d

(15.14) arcsin: [—1, 1] — R ist die Umkehrfunktion von sin: [-5, 7] — R. Fiir
xe]-1,1] gilt:

_ 1 _ 1

- sin’(arcsinx)  cos(arcsinx)

arcsin’(x)

Sei y := arcsinx. Dann ist siny = x und cosy = +v'1 —x?,day € [-],7]. Also
haben wir

darcsi 1
aresiuy _ fir-1<x<l1.

dx V1—=x2

(15.15) arctan: R — R ist die Umkehrfunktion von tan: } -2.5 [ — R. Also gilt

1
arctan’(x) = ———— = cos’(arctanx).
() tan’ (arctanx) ( )
Setzen wir y := arctanx, so folgt
2 2
sin 1 —cos 1
¥’ =tan’y = zy: 5 Y ——1,
cos?y cos’y cos?y
also
1
2
cos“y = ——.
7 +x2
Deshalb gilt
darctanx 1
dx 14227

Es ist bemerkenswert, dass die (relativ) komplizierte Funktion arctan einen so
einfachen Differentialquotienten besitzt.

Satz 4 (Kettenregel). Seien f: V' — R und g: W — R Funktionen mit f(V) CW.
Die Funktion f sei im Punkt x € V differenzierbar und g sei iny :== f(x) € W
differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion

gofiV—-R
im Punkt x differenzierbar und es gilt

(g0f) (x) =& (f(x)) /' (x).
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Beweis. Wir definieren die Funktion g*: W — R durch

) g(n)*g(y[ fallsm £ .,
g'Mm):= n-y
g0). fallsm=y.

Da g in y differenzierbar ist, gilt
limg' () =g"(0) =¢').

Auflerdem gilt fiir allen € W
gm)—gly) =g" (M —y).

Damit erhalten wir

(o)) = lim SLEG—ES — jim £SR0
N it
= limg"(/(&)) lim 75—
=4/, ged

Beispiele

(15.16) Sei /= R — R differenzierbar und : R — R definiert durch
F(x):= flax+b), (a,beR).

Dann gilt
F'(x)=af'(ax+b).

(15.17) Seia € Rund f: R} — R, f(x) = x“ Dax? = exp(alogx), liefert die
Kettenregel

dx“® , d a a —1

Ly = oxp (alogx)a(alogx) =exp(alogx)L =x T =ax’"".
Somit gilt die in (15.10) und (15.11) fiir ganze Exponenten bewiesene Formel
fiir beliebige reelle Exponenten.

(15.18) Wir zeigen, dass sich die Quotientenregel auch aus der Kettenregel
ableiten ldsst. Sei ndmlich g: /' — R eine in x € V' differenzierbare Funktion,
die nirgends den Wert 0 annimmt. Wir setzen f: R* — R, f(x) := )lc Dann gilt

é:fog.
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Nach Beispiel (15.4) ist f'(x) = fé, also
1 )/ ( y / o, —g'(x)
5) () =r(gx)gx) =———58(x) = »
(g g(x)? glx)?
Aus diesem Spezialfall folgt, wie wir bereits gesehen haben, mithilfe der Pro-
duktregel die allgemeine Quotientenregel.

Ableitungen hoherer Ordnung

Die Funktion f:7V — R sei in V' differenzierbar. Falls die Ableitung
/"1 V — R ihrerseits im Punkt x € V' differenzierbar ist, so heiB3t

d*f(x , ,
SO e =Y

die zweite Ableitung von f in x.

Allgemein definieren wir durch vollstindige Induktion: Eine Funktion
f+V — R heif}t k-mal differenzierbar im Punkt x € V, falls ein € > 0 existiert,
so dass

flVnlx—ex+e[—R
(k—1)-mal differenzierbar in ¥ N]x —&,x + €[ ist, und die (k — 1)-te Ableitung
von f in x differenzierbar ist. Man verwendet folgende Bezeichnungen:

g 40 _(d\ ._d(f”ﬂﬂ>

SO = dxk <dx) S0 = dx \ dx=1 )7

Die Funktion f: 7 — R heiflt k-mal differenzierbar in ¥, wenn f in jedem
Punkt x € V' k-mal differenzierbar ist. Sie heifit k-mal stetig differenzierbar in
¥, wenn iiberdies die k-te Ableitung fX): 7 — R in V stetig ist.

Unter der 0-ten Ableitung einer Funktion versteht man die Funktion selbst.

AUFGABEN

15.1. Man berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen:
JeRL =R, k=0,...,5,
folx):=x filx) =2, flx) = ()
filx)=x0 fix) =2 ()

Dabei sei a eine positive Konstante.

Il
2
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15.2. Man berechne die Ableitung der Funktionen
sinh: R — R,
cosh: R - R,
sinh

tanh:= —— R — R.
cosh

15.3. Man berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen (vgl. Aufgabe
12.2):

Arsinh: R - R,
Arcosh: |10 — R.
15.4. Man beweise: Die Funktion tanh: R — R ist streng monoton wachsend
und bildet R bijektiv auf ] — 1, 1] ab. Die Umkehrfunktion
Artanh: |—-1,1[ - R
ist differenzierbar. Man berechne die Ableitung.
15.5. Fiir oo € R sei Fy, : R — R definiert durch
X% furx >0,
Fy(x) := 0 furx=0,
—|x|* firx<O0.
Fiir welche o ist Fy, im Nullpunkt stetig, fiir welche o differenzierbar?
15.6. Die Funktion f: R — R sei wie folgt definiert:
f(x) = {xz sin ()lc) fiir x 75 0,
0 fiirx =0.

Man zeige, dass f in jedem Punkt x € R differenzierbar ist und berechne die
Ableitung. Ist /' stetig?

15.7. Sei V' C R und a € V ein Haufungspunkt von V. Seien
f,g:V—-R
zweil Funktionen mit folgenden Eigenschaften:
i) fistin a differenzierbar und f(a) = 0.
i) gistin a stetig.
Man beweise: Die Funktion fg: ¥ — R ist in a differenzierbar mit

(f8)'(a) = f'(a)g(a).
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15.8. Man beweise: Die Funktion
. )Xt Afirx >0,
SRy o R, xio f2):= {1 fiir x = 0,
ist im Nullpunkt stetig, aber nicht differenzierbar.

15.9. Sei ¥/ C R ein offenes Intervall und seien f,g: 7V — R zwei in V' diffe-
renzierbare Funktionen. Die Funktion F' : /' — R sei definiert durch
F:=max(f,g).
Man zeige: Die Funktion F ist liberall in V' differenzierbar mit evtl. Ausnahme
der Punkte der Menge
A:={xeV:f(x)=gx)}
Fiir jedes x € 4 existieren die einseitigen Ableitungen F (x) und F’ (x), und
zwar gilt

Fi(x) =max(f'(x),g'(x)), FL(x) =min(f(x),& (x))-

15.10. Man beweise: Fiir alle x € R gilt
n
e =lim (1+2)",
n

n—oo

15.11. Es seien f,g: V' — R in V' n-mal differenzierbare Funktionen. Man be-
weise durch vollstédndige Induktion nach » die folgenden Beziehungen:

iﬁ x)g(x :n ) £=0) (1) g0 (x eibniz
) g0 = 3 (}) V00, eibnin)

i 7078 = 5 () o (4 )

e = k) dnF

15.12. Eine Funktion f: R — R heiit gerade, wenn f(—x) = f(x) fiir alle x €
R, und ungerade, wenn f(—x) = — f(x) fur alle x € R.

i) Man zeige: Die Ableitung einer geraden (ungeraden) Funktion ist ungera-
de (gerade).

ii) Sei f: R — R die Polynomfunktion
fx)=ap+aix+...+an", (ar€R).

Man beweise: f ist genau dann gerade (ungerade), wenn a; = 0 fiir alle
ungeraden (geraden) Indizes £.
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Wir kommen jetzt zu den ersten Anwendungen der Differentiation. Viele Eigenschaf-
ten einer Funktion spiegeln sich ndmlich in ihrer Ableitung wider. So kann das Auf-
treten von lokalen Extrema, die Monotonie und die Konvexitdt mithilfe der Ableitung
untersucht werden. Aus Schranken fiir die Ableitung erhélt man Abschétzungen fiir
das Wachstum der Funktion.

Definition. Sei f:]a,b[ — R eine Funktion. Man sagt, / habe in x € ]a, b[ ein
lokales Maximum (Minimum), wenn ein € > 0 existiert, so dass

J(x) = f(8) (bzw. f(x) < f(§)) fiiralle { mit [x—§| <e.
Trifft in der letzten Zeile das Gleichheitszeichen nur fiir & = x zu, so nennt man
x ein strenges oder striktes lokales Maximum (Minimum).

Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff fiir Maximum und Minimum. An-
stelle von lokalem Extremum spricht man auch von relativem Extremum.
Satz 1. Die Funktion f:]a,b[ — R besitze im Punkt x € |a,b] ein lokales Ex-

tremum und sei in x differenzierbar. Dann ist f’(x) = 0.

Beweis. f besitze in x ein lokales Maximum. Dann existiert ein € > 0, so dass
Jx—¢,x+¢€[ C]a,b[und

fE) < f(x) furalle & €lx—e,x+eg|.
Da f in x differenzierbar ist, gilt

o SO S0 SO ) SE) /)
S = e T T T ey
<0 >0

Daraus folgt f(x) = 0.

Fiir ein lokales Minimum ist der Satz analog zu beweisen.

Bemerkungen

a) f'(x) = 0 ist nur eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Extremum. Fiir die Funktion f(x) = x> gilt z.B. f(0) = 0, sie besitzt
aber in 0 kein lokales Extremum.
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b) Nach §11, Satz 2, nimmt jede in einem kompakten Intervall stetige Funktion
f:[a,b] — R ihr absolutes Maximum und ihr absolutes Minimum an. Liegt ein
Extremum jedoch am Rand, so ist dort nicht notwendig f’(x) = 0, wie man
z.B. an der Funktion

f0,1] >R, x+—x
sieht.

Satz 2 (Satz von Rolle). Sei a < b und f:[a,b] — R eine stetige Funktion mit
f(a) = f(b). Die Funktion f sei in |a,b| differenzierbar. Dann existiert ein
& €la,b[mit (&) =0.

Der Satz von Rolle sagt insbesondere, dass zwischen zwei Nullstellen einer
differenzierbaren Funktion eine Nullstelle der Ableitung liegt.

Beweis. Falls f konstant ist, ist der Satz trivial. Ist /" nicht konstant, so gibt
es ein xg € |a,b[ mit f(xp) > f(a) oder f(xo) < f(a). Dann wird das absolute
Maximum (bzw. Minimum) der Funktion f:[a,b] — R in einem Punkt & €
|a,b] angenommen. Nach Satz 1 ist /'(§) =0, q.e.d.

Corollar 1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung).
Sei a < b und f:]a,b] — R eine stetige Funktion, die in |a, b| differenzierbar
ist. Dann existiert ein & € |a, b|, so dass
f(b) = fla) _
)N _ pe),

Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz, dass die Steigung der Sekante durch
die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) gleich der Steigung der Tangente an den
Graphen von f an einer gewissen Zwischenstelle (&, f(£)) ist (Bild 16.1).

i Zf
Q}f (b) = f(a)

a ¢ b £’ Bild 16.1
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Beweis. Wir definieren eine Hilfsfunktion F: [a,b] — R durch

£ = /) - PO LD ).

F ist stetig in [a, b] und differenzierbar in |a, b[. Da F(a) = f(a) = F(b), exis-
tiert nach dem Satz von Rolle ein & € ]a, b mit F/(§) = 0. Da
J(b) - f(a)
(e =r) -1,
—a

folgt die Behauptung.
Corollar 2. Sei f:[a,b] — R eine stetige, in |a,b| differenzierbare Funktion.
Fiir die Ableitung gelte

m< (€)M fiiralle€ €a,b|

mit gewissen Konstanten m, M € R. Dann gilt fiir alle x1,x; € [a,b] mit x; < x2
die Abschitzung

m(x —x1) < flx2) = f(x1) < M(x2 —x1).
Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Mittelwertsatz.
Corollar 3. Sei f:[a,b] — R stetig und in |a, b| differenzierbar mit ' (x) = 0
fiir alle x € ]a, b[. Dann ist f konstant.
Dies ist der Fall m = M = 0 von Corollar 2.
Als Anwendung geben wir nun eine Charakterisierung der Exponentialfunkti-

on durch ihre Differentialgleichung.

Satz 3. Sei ¢ € R eine Konstante und R — R eine differenzierbare Funktion
mit

f(x)=cf(x) firallex€R.
Sei A := f(0). Dann gilt
f(x)=A4€e™ fiirallex € R.

Beweis. Wir betrachten die Funktion F(x) := f(x)e” . Nach der Produktregel
fiir die Ableitung ist

FI@) = /06 —cf (e = (/') —ef () e =0
fiir alle x € R, also F konstant. Da F(0) = f(0) = 4, ist F(x) = A fur alle
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x € R, woraus folgt
f(x) =A4e™ furallex € R.

Bemerkung. Speziell erhdlt man aus Satz 3: Die Funktion exp:R — R ist
die eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion f:R — R mit /' = f und

f(0)=1.

Monotonie

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Monotonie einer Funktion
durch ihre Ableitung.

Satz 4. Sei f:[a,b] — R stetig und in |a, b| differenzierbar.
a) Wenn fiir alle x € la,b| gilt f'(x) = 0 (bzw. f'(x) >0, f'(x) <0, f'(x) <0),
so ist f in [a, b] monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton
fallend, streng monoton fallend).
b) Ist f monoton wachsend (bzw. monoton fallend), so folgt f'(x) = 0 (bzw.
f'(x) <0) fiir alle x € ]a, b|.
Beweis. a) Wir behandeln nur den Fall, dass f(x) > 0 fiir alle x € ]a, b[ (die
iibrigen Félle gehen analog). Angenommen, f sei nicht streng monoton wach-
send. Dann gibt es x1,x; € [a,b] mitx; < x; und f(x;) > f(x;). Daher existiert
nach dem Mittelwertsatz ein & € Jx;,x;[ mit

7 = fl2) =)

X2 —X1

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung ' () > 0. Also ist f doch streng
monoton wachsend.

b) Sei f monoton wachsend. Dann sind fiir alle x, & € |x1,x2[, x # &, die Diffe-
renzenquotienten nicht-negativ:

fO-10)
E—x
Daraus folgt durch Grenziibergang /' (x) >0, q.e.d.
Bemerkung. Ist f streng monoton wachsend, so folgt nicht notwendig

Sf'(x) > 0 fir alle x € ]x,x2[, wie das Beispiel der streng monotonen Funk-
tion f(x) = x> zeigt, deren Ableitung im Nullpunkt verschwindet.
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Satz 5. Sei f:]a,b[ — R eine differenzierbare Funktion. Im Punkt x € ]a, b| sei
f zweimal differenzierbar und es gelte

f(x)=0und f"(x) >0 (bzw. f"'(x) <0).
Dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).
Bemerkung. Satz 5 gibt nur eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedin-

gung fiir ein strenges Extremum. Die Funktion f(x) = x* besitzt z.B. fiir x = 0
ein strenges lokales Minimum. Es gilt jedoch f”(0) = 0.
Beweis. Sei f”(x) > 0. (Der Fall f”'(x) < 0 ist analog zu beweisen.) Da
o
71(0) = 1im 28 =) (‘;’é )’: ()

iﬁx -

>0,

existiert ein € > 0, so dass
S€)—/ ()
E—x
Da f'(x) = 0, folgt daraus
f(E)<0firx—e<&<x,
FE) >0firx<&<x+e.

Nach Satz 4 ist deshalb f im Intervall [x — €, x] streng monoton fallend und in
[x,x + €] streng monoton wachsend. f besitzt also in x ein strenges Minimum.

>0 firalleEmit0< |[E—x| <e.

Konvexitat

Definition. Sei D C R ein (endliches oder unendliches) Intervall. Eine Funkti-
on f:D — R heiBt konvex, wenn fiir alle x;,x; € Dund alle Amit0 < A < 1
gilt

S x4 (1= A)x2) SAf(xr) + (1= 2) f(x2).
Die Funktion f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

Die angegebene Konvexitéts-Bedingung bedeutet (fiir x; < x»), dass der Graph
von f im Intervall [x;,x;] unterhalb der Sekante durch (xi,f(x;)) und
(%2, f(x2)) liegt (Bild 16.2).

Satz 6. Sei D C R ein offenes Intervall und f:D — R eine zweimal differen-
zierbare Funktion. f ist genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fiir alle x € D.
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f(x2)

Af(x1)+(1=2) f(x2)

f(x)
Slx)

X1 x=kxi+(1=Mx2  x

Bild 16.2

Beweis.
a) Sei zundchst vorausgesetzt, dass f/”(x) > 0 fiir alle x € D. Dann ist die Ab-
leitung f’: D — R nach Satz 4 monoton wachsend. Seien x1,x € D,0 <A< 1
und x := Ax; + (1 — A)xp. Wir konnen annehmen, dass x; < x,. Dann gilt
x1 < x < x3. Nach dem Mittelwertsatz existieren &; € |x;,x[ und & € ]x,x2[
mit
SO S0 _ e < ey - 102 =S
X—Xx1 Xy —X
Dax—x; = (1 =2A)(x2 —x1) und xp —x = A(x; —x1), folgt daraus
) =fn) _ Sx2) = f(x)
1-A A

und weiter

) SAf(en) + (1 =) f(x2) -

Die Funktion £ ist also konvex.

b) Sei /: D — R konvex. Angenommen, es gelte nicht /" (x) > 0 fiir alle x € D.
Dann gibt es ein xo € D mit /" (xo) < 0. Sei ¢ := f'(xo) und

Q(x) :=f(x) —c(x—xp) furxeD.

Dann ist @: D — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit ¢/(x¢) = 0 und
¢ (x0) = f"(x0) < 0. Nach Satz 5 besitzt ¢ in x¢ ein strenges lokales Maxi-
mum. Es gibt also ein 4 > 0, so dass [xo — /,x0+ 4] C D und

O(xo—h) <@(xo), @(xo+h) <(xo).
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Daraus folgt
f(x0) = @(x0) > 5 (9(xo —h) +@(xo+h)) = 1 (f(xo—h)+ f(xo+h)) .

Setzt man x; :==x9—h, xp :=xg+hund A := %, s0 ist xo = Ax; + (1 — A)xz,
also

S+ (1 =A)x2) > Af(x1) + (1= 21)f(x2) -
Dies steht aber im Widerspruch zur Konvexitét von f.

Eine einfache Anwendung ist der folgende

Hilfssatz. Seien p,q € |1, oo mit % + é = 1. Dann gilt fiir alle x,y € R.. die

Ungleichung
Jpypla gty Y
P 9

Beweis. Es geniigt offenbar, den Hilfssatz fiir x,y € R% zu beweisen. Da fiir
den Logarithmus log:R* — R gilt log”(x) = — ﬁ < 0, ist die Funktion log
konkav, also

log (Il?eréy) > %longrélogy.

Nimmt man von beiden Seiten die Exponentialfunktion, so ergibt sich die Be-
hauptung.

p-Norm. Sei p eine reelle Zahl > 1. Dann definiert man fiir Vektoren
x=(x1,...,x,) € C" eine Norm ||x||, € R durch

n 1/p
el = (2 |xv|f’) .
v=1

Dies ist eine Verallgemeinerung der gewohnlichen euklidischen Norm, die
man flir p = 2 erhilt.

Offenbar gilt ||x|| , = 0 dann und nur dann, wenn x = 0, sowie ||Ax||, = |A|- ||x||»
firalleA € C.

Satz 7 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € 1,00 mit 117 —+ é = 1. Dann gilt
fiir jedes Paar von Vektoren x = (x1,...,x,) €C", y = (y1,...,yn) €C"

n
2 bl < Iyl -
v=1
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Beweis. Wir konnen annehmen, dass ||x||, # 0 und ||y||; # 0, da sonst der Satz
trivial ist. Wir setzen
£y = by |? L |4
A YA
Dannist ¥y_; &, = lund 37_; my = 1. Der Hilfssatz ergibt angewendet auf &,
und 1y

ol 1p1/g & M
Vv :V/pv/q<7v+v

€l pl1¥[lg Spr g
Durch Summation iiber v erhéilt man

1
2 Prvyv| < +* I,
|x||pHqu q

also die Behauptung.

Bemerkung. Fiir p = g = 2 erhélt man aus der Holderschen Ungleichung die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

[e)| < [x[l2lvll2 firx,y € C".
Dabei ist

n
)= ZXVJ’V
v=1
das kanonische Skalarprodukt im C”.

Satz 8 (Minkowskische Ungleichung). Sei p € [1,o[. Dann gilt fiir alle x,y €
Cl’l
I+l < llxllp+ [1yllp-

Beweis. Fiir p = 1 folgt der Satz direkt aus der Dreiecksungleichung fiir kom-

plexe Zahlen. Sei nun p > 1 und g definiert durch % + % =1.Esseiz e C" der

Vektor mit den Komponenten
~1
ZV::|xV+yV|p ’ VZI,...,}’I
Dann ist 28 = |xy + |77~ = |x, + |7, also

lzllg = lx+2159.
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Nach der Holderschen Ungleichung gilt

g, v ] - f2v] < ;|vav| +g, wvzv] < (Ixllp + [ llp) Nzl
also nach Definition von z

e+ 2115 < (lellp -+ ) o+ 01152

Dap— % = 1, folgt daraus die Behauptung.

Die Regeln von de I’Hospital

Als weitere Anwendung des Mittelwertsatzes leiten wir jetzt einige Formeln
her, mit denen man manchmal bequem Grenzwerte berechnen kann.

Lemma. a) Sei 1:]0,a[ — R eine differenzierbare Funktion mit

ii{r(l)f(x):O und ii\r“r(l)f’(x)::ceR.
Q)

Dann gilt lim —= = c.
N0 X

b) Sei f:]a,| — R eine differenzierbare Funktion mit

Xh_r)rolof'(x) =:ceR.
VAC))

Dann gilt lim —= = c.

xX—oo X
Beweis. Wir beweisen nur Teil b). Der (einfachere) Beweis von Teil a) sei dem
Leser iiberlassen.
Wir behandeln zunéchst den Spezialfall ¢ = 0.
Wegen lim,_,.. /'(x) = 0 gibt es zu vorgegebenem € > 0 ein xp > max(a,0) mit
|7/ (x)| < €/2 fiir x > xo. Aus dem Corollar 2 zu Satz 2 folgt daraus
1f(x) - f(x0)| < g (x—xo) fiir alle x > xo.

Fiir alle x > max(xo,2|f(xo0)|/€) gilt dann
0| W= fGo)l | L)l e e
= x x 2 2 '

x
woraus die Behauptung folgt.

Der allgemeine Fall wird durch Betrachtung der Funktion g(x) := f(x) — cx
auf den gerade betrachteten Spezialfall zuriickgefiihrt.
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Ein Beispiel fiir das Lemma ist die uns schon aus (12.5) bekannte Tatsache,
dass
1
lim 2% =0,

X—o0 X

Dies folgt mit dem Lemma daraus, dass lim log’(x) = lim % =0.
X—

X—ro0 oo

Satz 9 (Regeln von de 1’Hospital). Seien f,g:1 — R zwei differenzierbare
Funktionen auf dem Intervall I =a,b|, (—e> < a < b < ). Es gelte g’ (x) #0
fiir alle x € I und es existiere der Limes

!
im S ) =:ceR.

x/b g (x)
Dann folgt:
1) Falls lim g(x) = lim f(x) = 0, ist g(x) # 0 fiir alle x € I und

x,/'b x,/'b
lim @ =
x/b g(x)

2) Falls li/n;g(x) = oo, ist g(x) # 0 fiir x > xo, (a < xp < b), und es gilt
X

ebenfalls

)

lim =
x/b g(x)

Analoge Aussagen gelten fiir den Grenziibergang x "\ a.

Beweis. Wir beweisen die Regel 2 durch Zuriickfiithrung auf Teil b) des Lem-
mas. (Regel 1 wird analog mithilfe von Teil a) des Lemmas bewiesen.)

Wir stellen zunéchst fest, dass die Abbildung g:/ — R injektiv ist, denn gébe
es zwei Punkte x1 # x5 in [ mit g(x]) = g(x2), so erhielte man mit dem Satz
von Rolle eine Nullstelle von g/, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Es folgt, dass g streng monoton ist und g’ das Vorzeichen nicht wechselt. Wir
nehmen an, dass g streng monoton wéchst (andernfalls gehe man zu —g iiber).
Das Bild von / unter der Abbildung g ist dann das Intervall J = ]4,co[ mit
A = lim,_,g(x). Wir bezeichnen mit y := g~':J — I die Umkehrabbildung
und mit ' die zusammengesetzte Abbildung

F = foy:J—R
Fiir die Ableitung von F' gilt nach der Kettenregel und dem Satz {iber die Ab-
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leitung der Umkehrfunktion

S w0))
Fy) =1 wo)v') = :
gw()
und aus der Voraussetzung folgt
'
lim F'(y) = lim 2 — .
y—eo x/b g (x)
Aus dem Lemma folgt deshalb lim Fl) = c¢. Sei nun x, € [ eine beliebige
y—oo
Folge mit limx,, = b. Wir setzen y, := g(x,). Dann folgt limy,, = oo und es ist
fim 70 _ iy SO FOW e
n—oo g xn n—oo yn n—oo yn
Beispiele

(16.1) Sei o > 0. Nach (12.5) gilt limy_.(logx/x*) = 0. Dies ldsst sich auch
mit der 2. Regel von de I’Hospital beweisen: Sei f(x) := logx und g(x) = x*.
Die Voraussetzung lim,_,., g(x) = oo ist erfiillt. Nun ist f'(x) = 1/xund g’ (x) =

ox® ! also

!
1
limM: lim — =0.
X—00 g/ (x) x—o0 OLX*
Daraus folgt
lim 128% _ 1y L) _
X—00 _x(x X—o0 g(x)
(16.2) Manchmal kommt man erst nach Umformungen und mehrmaliger An-
wendung der Regeln von de I’Hospital zum Ziel. Sei etwa der Grenzwert

. 1 1
hm —_ — —
x—0 \ smx x
x#£0

zu untersuchen. Es ist
1 I x—sinx _ f(x)

sinx x  xsinx  g(x)

mit f(x) = x —sinx und g(x) = xsinx. Da
lim /(x) = /(0)=0 und limg(x) =g(0) =0,
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ist also zu untersuchen, ob der Limes

im? &) _ iy L 08X

x—0g'(x)  x—0 sinx+xcosx
existiert. Wegen limy_o /’(x) = f'(0) = 0 und lim,_o g’ (x) = ¢’(0) = 0 kann
man erneut Hospital anwenden. Man berechnet

f'(x) =sinx,  g"(x) =2cosx—xsinx.
Da limy—0 /" (x) = f”(0) = 0 und lim,_, g"(x) = g’ (0) = 2, ergibt sich ins-
gesamt

)
Mgl % )

Also haben wir bewiesen

S 1))

0g"(x) — g"(0)

0
~ =0
2 )

was bedeutet, dass 1/sinx und 1/x fiir x \, 0 bzw. x " 0 derart gleichartig
gegen oo bzw. —oo gehen, dass ihre Differenz gegen 0 konvergiert.

AUFGABEN

16.1. Man untersuche die Funktion /:R — R,
fx) =2 +ax® +bx,
auf lokale Extrema in Abhédngigkeit von den Parametern a,b € R.
16.2. Man beweise, dass die Funktion
[ Ry =R, flx):=x"e*, (n>0),
genau ein relatives und absolutes Maximum an der Stelle x = » besitzt.

16.3. Das Legendresche Polynom n-ter Ordnung P,: R — R ist definiert durch

P,(x) = 2nln! % [(x2 -1

Man beweise:

a) P, hat genau n paarweise verschiedene Nullstellen im Intervall | — 1, 1[.
b) P, geniigt der Differentialgleichung

(1=x*)P!(x) = 2xP,(x) +n(n+1)P,(x) = 0
(Legendresche Differentialgleichung).
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Hinweis. Zum Beweis konnten die Formeln aus 15.11 niitzlich sein.
16.4. Man beweise, dass jede in einem offenen Intervall D C R konvexe Funk-
tion f:D — R stetig ist.
16.5. Fiir x = (xq,...,x,) € C" sei

||IX]|eo := max (|x1], ..., |xXa]) .
Man beweise ||x|| = 1}52, (Il -
16.4. Sei f: I — R eine im Intervall / C R (nicht notwendig stetig) differen-
zierbare Funktion. Man zeige: Fiir die Funktion f” : I — R gilt der Zwischen-
wertsatz, d.h. sind x1,x; € und ¢ € R mit f'(x]) < ¢ < f'(x2), so gibt es eine
Stelle xo € I mit f’(x) = c.
16.5. 16.6. a) Man beweise den verallgemeinerten Mittelwertsatz:

Sei a < b und seien f, g: [a,b] — R zwei stetige Funktionen, die in ]a, b|
differenzierbar sind. Dann existiert ein & € ]a, b[, so dass

(f(b) — f(a))g'(€) = (g(b) —g(a))S (&)
b) Mithilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes gebe man einen anderen
Beweis der Hospitalschen Regeln (Satz 9).
16.6. Man verallgemeinere die Hospitalschen Regeln (Satz 9) auf den Fall, dass
in der Voraussetzung statt lim, ~(f'(x)/g’(x)) = ¢ € R uneigentliche Konver-
genz

P
x/b g (x)
. . S
vorliegt. Es folgt dann (in beiden Regeln) lim ——= = oo
x/b g(x)

16.7. Man zeige, dass die Limites

1 . i
4 1 _z
) Jmeed

existieren und berechne sie.

16.8. Gegeben sei die Funktion F,(x) := (2 —a'/¥)*, (x €R%.), wobei 0 < a < 1
ein Parameter sei. Man untersuche, ob die Grenzwerte

lim (tanx + ) tanx

x—mn/2

limF,(x) und lim F,(x)
X\O X—00

existieren und berechne sie gegebenenfalls.
Hinweis. Man betrachte die Funktion log F,(x).
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§ 17 Numerische Losung von Gleichungen

Wir beschiftigen uns jetzt mit der Losung von Gleichungen f(x) = 0, wobei f ei-
ne auf einem Intervall vorgegebene Funktion ist. Nicht immer kann man die Losun-
gen, wie dies etwa bei quadratischen Polynomen der Fall ist, durch einen expliziten
Ausdruck angeben. Es sind Ndherungsmethoden notwendig, bei denen die Lésungen
als Grenzwerte von Folgen dargestellt werden, deren einzelne Glieder berechnet wer-
den koénnen. Fiir die Brauchbarkeit eines Naherungsverfahrens ist es wichtig, Fehler-
abschdtzungen zu haben, damit man weif3, wann man bei vorgegebener Fehlerschranke
das Verfahren abbrechen darf.

Ein Fixpunktsatz

Es tritt hdufig das Problem auf, eine Gleichung der Form f(x) = x losen zu
miissen, wo f:[a,b] — R eine stetige Funktion ist. Hier bietet sich folgendes
Naherungsverfahren an. Sei x ein Ndherungswert und

Xp = flxp—1) firn>1.
Falls die Folge (x,) wohldefiniert ist (d.h. jedes x,, wieder im Definitionsbe-
reich von £ liegt) und gegen ein & € [a, b] konvergiert, so ist & eine Losung der
Gleichung, denn aus der Stetigkeit von f folgt

& = lim x, = lim /(x, 1) = /(&)
Einen wichtigen Fall, in dem das Verfahren konvergiert, enthilt der folgende
Satz. Bild 17.1 veranschaulicht das Iterationsverfahren am Graphen von f.

YA

<Y

X1 X2X0 Bild 17.1
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Satz 1. Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall und f:D — R eine differen-
zierbare Funktion mit f(D) C D. Es gebe ein q < 1, so dass | f(x)| < q fiir alle
x € D. Sei xg € D beliebig und
Xp = fxn—1) fiirn>1.
Dann konvergiert die Folge (x,) gegen die eindeutige Losung & € D der Glei-
chung f (&) = &. Es gilt die Fehlerabschditzung
qn

l—¢

&=l < 1=l < g ol

Bemerkung. Wie die Fehlerabschitzung zeigt, kann man aus der Differenz
zweier aufeinanderfolgender Naherungswerte auf die Genauigkeit der Néhe-
rung schlieBen. Fiir ¢ < % etwa ist der Fehler der #-ten Naherung nicht grofer
als der Unterschied zwischen der (7 — 1)-ten und der n-ten Naherung.

Das Verfahren konvergiert umso schneller, je kleiner ¢ ist. Dies kann man
manchmal durch geeignete Umformungen erreichen. Es sei etwa die Glei-
chung F(x) = 0 zu 18sen, wo F eine stetig differenzierbare Funktion ist. Fiir
einen Naherungswert x* der Losung sei F'(x*) =: ¢ # 0. Setzt man f(x) :=
X — %F(x), so ist die Gleichung F (&) = 0 dquivalent mit f(&) = &. Es gilt
f'(x*) =0, also ist | /'(x)| klein, falls x hinreichend nahe bei x* liegt.
Beweis von Satz 1
a) Aus dem Mittelwertsatz erhdlt man

lf/x)—fO)| <glx—y| furallex,yeD.
Daraus folgt insbesondere

Penr — x| = [ £ (xn) — f(Xn—1)| < qlxn — 201
und durch Induktion iiber »

[Xp+1 —xn| < g"|x1 —x¢| flrallen € N.

n

X1 = X0+ Y, (V1 — %)
k=0



180 § 17 Numerische Losung von Gleichungen

und die Reihe X7 ((x¢41 —x¢) nach dem Majorantenkriterium konvergiert,
existiert

€:= limx,.

n—oo

Weil D ein abgeschlossenes Intervall ist, liegt & in D und geniigt nach dem
eingangs Bemerkten der Gleichung & = f(&).

b) Zur Eindeutigkeit. Ist | eine weitere Losung der Gleichung n = f(n), so
gilt
IE=n[=1[/(&) — /()| <qlE—nl,
woraus wegen g < 1 folgt |E—m| =0, also & = .
c) Fehlerabschdtzung. Fiir alle » > 1 und k£ > 1 gilt
Pk = Xnk—1] < qk|xn —Xp—1].
Da & —x, = X7 (Xntk — Xnyk—1), folgt daraus

q
l—gq

n

q
l—gq

|a_xn| < zqk|xn_xn71‘: ‘xn_xnfl‘ < ‘xl_x0|~
k=1
(17.1) Als Beispiel wollen wir das Maximum der Funktion F: R — R,
1
x5 (el/x — 1)

bestimmen, vgl. Bild 17.2.

F(x):=

Die Funktion F héngt eng mit der Planckschen Strahlungsfunktion

h

I\ =

e AR
zusammen, welche die Strahlungsintensitit eines schwarzen Korpers bei der
absoluten Temperatur 7' in Abhdngigkeit von der Wellenldnge A angibt; da-
bei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit, /# die Plancksche und & die Boltzmannsche
Konstante. Setzt man x = %7», S0 ist

RT3

JO) =5 F ().
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20 +

10 1

Bild 17.2 Die Plancksche Strahlungsfunktion

Fiirx > 0 ist
5.4 (el/x _ 1) _3el/x
F,(X) = — )
x10 (/5 — 1)2
also F’(x) = 0 genau dann, wenn
5x (el/x - 1) —elr=o.
Substituiert man 7 := 1 /x, so ist dies dquivalent mit

5(l—e')=1.

Mit f(¢) :=5(1 —e™") hat man also die Gleichung f(¢) = ¢ zu 16sen. Wir zei-
gen zunichst, dass die Gleichung in R’ genau eine Losung ¢* besitzt, die im
Intervall [4,5] liegt. Es ist /() = 5e™7, also f'(¢) > 1 fiir # < log5. Im Inter-
vall [0,log5] ist also die Funktion f(#) — ¢ streng monoton wachsend. Wegen
f(0) = 0 gilt f(z) > ¢ fiir alle z € |0,log5]. Fiir £ > log5 gilt f'(¢) < 1, also
ist die Funktion f(#) — ¢ im Intervall [log5, o[ streng monoton fallend, hat also

dort hochstens eine Nullstelle. Wegen

f(4) =4.90...> 4,
f(5) = 496...<5
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gibt es nach dem Zwischenwertsatz tatsdchlich eine Nullstelle /* von f(¢) —¢
im Intervall [4,5]. Es ist

q:= sup |/ (1) =f(4) =5¢e*=0.09157...,
te[4,5]

4 _0.1008...,

l—¢
also konvergiert die Folge 7 := 5, t,4+1 := f(#,), gegen ¢* und man hat die
Fehlerabschitzung

|t* —2,] <0.101 [t, — t—1] -

Man braucht also nur solange zu rechnen, bis die Differenz aufeinander fol-
gender Glieder eine vorgegebene Fehlerschranke € unterschreitet. Fithren wir
dies in ARIBAS fiir € = 10~ mit folgender Programmschleife durch
==> t := 5.0;
eps := 10**-6; delta := 1;
while delta > eps do
writeln(t) ;

t0 := t;
t := 5*(1 - exp(-t0));
delta := abs(t-tO0);
end;
t.

so erhalten wir die Ausgabe

5.00000000
.96631026
.96515593
.96511569
.96511428
-: 4.96511423

NNEFNNNENS

Also ist #* =4.965114... . Fiir das urspriingliche Problem bedeutet das, dass
die Gleichung F’(x) = 0 in R’ genau eine Losung hat und zwar

1
X =—=0.2014052+10".

ﬁ::
Da limy o F(x) = 0 und lim, .. F(x) = 0, hat die Funktion F* an der Stelle
x* ihr einziges Maximum. Die maximale Strahlungsintensitét eines schwarzen
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Korpers der Temperatur 7 liegt also bei der Wellenlédnge

ch
Aanax = 02014 7.

Das Newtonsche Verfahren

Das Newtonsche Verfahren zur Losung der Gleichung f(x) = 0 besteht darin,
bei einem Naherungswert xo den Graphen von f durch die Tangente zu erset-
zen und deren Schnittpunkt mit der x-Achse als neuen Néherungswert x| zu
beniitzen und dann das Verfahren zu iterieren, vgl. Bild 17.3.

A = /()

<Y

X2 X1 X0

Bild 17.3

FormelmaéBig ausgedriickt bedeutet das

Sxn)

I )
n

Sei f in dem abgeschlossenen Intervall D definiert und stetig differenzierbar

mit f’(x) # 0 fiir alle x € D. Falls die durch die obige Iterationsvorschrift ge-

bildete Folge (x,) wohldefiniert ist und gegen ein & € D konvergiert, so folgt

aus Stetigkeitsgriinden
et o 0=,

Im Allgemeinen braucht das Verfahren jedoch nicht zu konvergieren (Bild

17.4).

(neN).

y
y=r(x)

Bild 17.4
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Einen wichtigen Fall, in dem Konvergenz auftritt, enthilt der folgende Satz.

Satz 2. Es sei f:[a, b] — R eine zweimal differenzierbare konvexe Funktion mit

f(a) <0 und f(b) > 0. Dann gilt:

a) Es gibt genau ein & € |a, b mit f(E) = 0.

b) Ist xo € [a, b] ein beliebiger Punkt mit f(xo) > 0, so ist die Folge

S (xn)

S(n)
wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen &,

¢) Gilt (&) = C> 0 und f"(x) < K fiir alle x € |&,b|, so hat man fiir jedes
n > 1 die Abschdtzungen

Xptl i =Xp— (neN),

K
|xn+1 *xn| < |é*xn‘ < E,|xn*xn—l|2-

Bemerkungen

1) Analoge Aussagen gelten natiirlich auch, falls f konkav ist oder f(a) > 0
und f(b) < 0 gilt.

2) Die Fehlerabschitzung sagt, dass beim Newtonschen Verfahren sogenann-
te quadratische Konvergenz vorliegt. Ist etwa % groBBenordnungsméBig gleich
1 und stimmen x,_; und x, auf & Dezimalen iiberein, so ist der Ndherungs-
wert x,, auf 2k Dezimalstellen genau und bei jedem weiteren Iterationsschritt
verdoppelt sich die Zahl der giiltigen Stellen.

Beweis von Satz 2

a) Da f”(x) > 0 fiir alle x € ]a, ], ist die Funktion /’ im ganzen Intervall [a, b]
monoton wachsend. Nach §11, Satz 2, existiert ein ¢ € [a, b] mit

f(g) =inf{f(x) :x €[a,b]} <O0.
Falls g # a, gilt f'(g) = 0, also f’(x) < 0 fiir x < ¢. Die Funktion f ist also im
Intervall [a,q] monoton fallend und kann dort keine Nullstelle haben.
In jedem Fall liegen alle Nullstellen von f:[a,b] — R im Intervall ¢, 5[ und
nach dem Zwischenwertsatz gibt es dort mindestens eine Nullstelle. Ange-
nommen, es gibe zwei Nullstellen &; < &;. Nach dem Mittelwertsatz existiert
eint € |¢,&; [ mit

_SE&)—-Sflg)  —flg)
1= &i—q & —q =0
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also gilt auch f’(x) > 0 fiir alle x > &;. Die Funktion f ist also im Intervall
[E1,b] streng monoton wachsend und kann keine zweite Nullstelle & > &,
besitzen.

b) Sei xg € [a,b] mit f(x¢) > 0. Dann ist notwendig xo > &. Wir beweisen durch
Induktion, dass fiir die durch
S(xn)

Xn+1 ::xn_f,(x )
n

definierte Folge gilt f(x,) > 0 und & < x,, < x,,—1 fiir alle n.

Induktionsschrittn — n+ 1. Aus x,, > & folgt f'(x,,) > f'(§) > 0, also ;,((fc”é >0
und daher x,,+| < x,. Als néchstes zeigen wir f(x,4+1) > 0.
Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion
O(x) := £(x) = fxn) = £ (200) (x = x)
Wegen der Monotonie von f” gilt
O x)=f(x)—f(xy) <O flirx<x,.
Da ¢(x,) = 0, ist @(x) > 0 fiir x < x,,, also insbesondere
0 < Q1) = S (1) = f(xn) = 1 (%n) (o1 —Xn) = f(Xn1) -

Wegen f(x,+1) = 0 muss aber x,; > & gelten, da man sonst einen Wider-
spruch zum Zwischenwertsatz erhielte.

Wir haben damit bewiesen, dass die Folge (x,;) monoton féllt und durch & nach
unten beschrénkt ist. Also existiert limx, =: x*. Nach dem eingangs Bemerkten
gilt dann f(x*) = 0 und wegen der Eindeutigkeit der Nullstelle ist x* = &.

¢) Da f" monoton wichst und /' (§) > C, gilt f'(x) > C fiir alle x > &. Daraus
folgt f(x) = C(x —¢&) fiir alle x > &, insbesondere

S xn)
|£*xn|< c

Um f(x,) abzuschitzen, betrachten wir die Hilfsfunktion
K
Y(x) = f(x) = f (1) = f (K1) (x = X0 1) — E(x —xn1).
Difterentiation ergibt

\lll(x) = f!(x)ff{(xnfl)fl{(xfxnfl%
v (x) = f"(x) ~K <0 firallexc g b[.
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Die Funktion y/ ist also im Intervall [§, 5] monoton fallend. Da ' (x,—1) = 0,
folgt W' (x) > 0 fiir x € [&,x,—1]. Da auch y(x,_;) = 0, folgt weiter y(x) <0
fiir x € [€,x,—1], insbesondere y(x,) < 0, d.h.

K
Sxn) < 5(3‘” *xnfl)zv
also
X K
|é7xn| < % < %(xnfxnfl);

Damit ist Satz 2 vollstéindig bewiesen.
(17.2) Beispiel. Sei k eine natiirliche Zahl > 2 und a € R, . Wir betrachten die
Funktion

Ry =R, f(x):=x'—a.
Esist f'(x) = kx* "1 und f"(x) = k(k—1)x*"2 > 0 fiir x > 0, also f konvex.
Das Newtonsche Verfahren zur Nullstellenberechnung ist daher anwendbar. Es
gilt

f(x) k—a 1

xjf’(x) =X T T ((kfl)er)%).

Fiir beliebiges xo mit xla > a konvergiert deshalb die Folge

1 a
Xn+1 ::%<(k_l)xn+F>v (neN)v

gegen /a. (Falls xé < a, ist xll‘ > g und das Verfahren konvergiert dann eben-
falls.) Wir haben somit das in §6 beschriebene Verfahren zur Wurzelberech-
nung als Spezialfall des Newton-Verfahrens wiedergefunden.

AUFGABEN

17.1. Sei k£ > 0 eine natiirliche Zahl. Man zeige, dass die Gleichung x = tanx
im Intervall |(k — 1)m, (k+ 3)n[ genau eine Nullstelle & besitzt und dass die
Folge
Xg = (k+ %) T
Xpt1 ‘= km+arctanx,, (n€N),

gegen & konvergiert. Man berechne & mit einer Genauigkeit von 107 fiir die
Fille k =1,2,3.
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17.2. Man berechne alle reellen Nullstellen des Polynoms f(x) = x°> —x — %

mit einer Genauigkeit von 107,

17.3. a) Nach Beispiel (17.2) wird das Newtonsche Verfahren zur Berechnung
der 3. Wurzel von a € R’} durch die Iterationsvorschrift x| = %(2x,, +a/x2)
mit beliebigem Anfangswert xo > 0 gegeben.

Man zeige, dass auch die durch
a
X+l = %(xn + _2)
xn
rekursiv definierte Folge gegen +/a konvergiert und vergleiche die Konver-
genzgeschwindigkeit beider Verfahren.

b) Man untersuche das Konvergenzverhalten der durch

Xn+1 = %(x +)%) bzw. Xp+1 = %(xn-i-)%)
n n

rekursiv definierten Folgen.

17.4. Man leite ein weitere hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des
Newton-Verfahrens zur Losung von f(x) = 0 her, indem man auf die Funktion
F(x):=x— f/(x)
f'(x)

den Satz 1 anwende.

17.5. Sei a > 0 vorgegeben. Die Folge (ay,),ecn werde rekursiv definiert durch
ap:=a und a,y;:=da™ firallen>0.

a) Man zeige: Die Folge (a,),en konvergiert fiir 1 < a < e!/¢ und divergiert

fiir a > el/e.

Hinweis. Ein mdglicher Grenzwert ist Fixpunkt der Abbildung x — a*.

b) Man bestimme den (exakten) Wert von lim,_,..a, fir a = e!/¢ und eine
numerische Niherung (mit einer Genauigkeit von 10~¢) von lim,, ,.a, fiir
a=6/5.

c¢) Wie ist das Konvergenzverhalten der Folge fiir einen Anfangswert
ae0,1[?
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§ 18 Das Riemannsche Integral

Die Integration ist neben der Differentiation die wichtigste Anwendung des Grenz-
wertbegriffs in der Analysis. Wir definieren das Integral zunédchst fiir Treppenfunktio-
nen, wobei noch keine Grenzwertbetrachtungen nétig sind und der elementargeome-
trische Flacheninhalt von Rechtecken zugrundeliegt. Das Integral allgemeinerer Funk-
tionen wird dann durch Approximation mittels Treppenfunktionen definiert.

Treppenfunktionen

Fir a,b € R, a < b, bezeichne 7 [a,b] die Menge aller Treppenfunktionen
¢: [a,b] — R. Wie in §10 definiert, heifit eine Funktion ¢: [a,b] — R Trep-
penfunktion, falls es eine Unterteilung

a=xo<x1<...<x,=5b

des Intervalls [a, b] gibt, so dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall Jx;_1,xx]
konstant ist. Die Werte von ¢ in den Teilpunkten sind beliebig.

Wir zeigen nun, dass 7T [a, b] ein Untervektorraum des Vektorraums aller re-
ellen Funktionen f: [a,b] — R ist. Dazu sind folgende Eigenschaften nachzu-
weisen:

1) 0€&T|a,b],
2) oveTab] = o+ye Tlab],
3) € Tla,b,AeR = o € T|a,b].

Die Eigenschaften 1) und 3) sind trivial. Es geniigt daher, die Aussage 2) zu
beweisen. Die Treppenfunktion ¢ sei definiert bzgl. der Unterteilung

Zia=xg<x1<...<x,=b
und y bzgl. der Unterteilung

Zia=xy<xy<..<xp,=b.
Nun sei a =ty < 1) < ... < ty = b diejenige Unterteilung von [a, b], die alle
Teilpunkte von Z und Z’ enthiilt, d.h.

{10711,...,l‘k} = {xo,xl,...,xn}u{xf),x/h...,xﬁn}.

Dann sind ¢ und y konstant auf jedem Teilintervall ]tj, 1,2 [, also ist auch
@+ auf |7;_,7;[ konstant. Deshalb gilt ¢+ € T[a,b].
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Definition (Integral fiir Treppenfunktionen). Sei @ € 7T [a, b] definiert bzgl. der
Unterteilung

a=xg<x1<...<xp,=0b

und sei Q| |xg_1,x;[ = ¢ fir k= 1,...,n. Dann setzt man

b
/(p(x) dx = 2 e (oop —xp—1) -
p k=1

b
Geometrische Deutung. Falls @(x) > 0 fir alle x € [a,b], kann man [ @(x) dx

a
als die zwischen der x-Achse und dem Graphen von @ liegende Fliche deuten
(schraffierte Fliche in Bild 18.1). Falls ¢ auf einigen Teilintervallen negativ
ist, sind die entsprechenden Flidchen negativ in Ansatz zu bringen (Bild 18.2).

Bild 18.1
y
: % y=0(x)
+ 7 : ‘
| | + |
/ //m x X3 7
a=xp v //y - / xX4= X
A /
v Bild 18.2

Bemerkung. Damit das Integral [ : ¢(x)dx einer Treppenfunktion wohldefiniert
ist, muss man streng genommen noch zeigen, dass die Definition unabhéngig
von der Unterteilung ist. Es seien

Z:a=xo<x1<...<x,=0b,

Zia=ty<t) <...<ty=b
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zwei Unterteilungen, auf deren offenen Teilintervallen @ konstant ist, und zwar
sei

o|Jxi-n,xi[=ci, o|]tj1,8[=C.
Wir setzen zur Abkiirzung

/(P3:20i Xi xll /(P_ZC t]l
7 i=1

Es ist zu zeigen, dass [@ = [ ©.
z 7z

1. Fall. Jeder Teilpunkt von Z sei auch Teilpunkt von Z’, etwa x; = #,. Dann
gilt
Xicl =l <ty < ... <t =X, (1<i<n),

undc = ¢; fiir kj_1 < j < k;. Daraus folgt

/‘P i 2 Ci(’j—’jfl):ici(xi—xi—l):/(P-

i=1 j=ki_1+1 i=1 2

2. Fal]. Seien Z und Z’ beliebig und sei Z* die Unterteilung, die alle Teilpunkte
von Z und Z' umfasst. Dann gilt nach dem 1. Fall

fo=fo=[o. usa

Satz 1 (Linearitét und Monotonie). Seien @,y € 7T [a,b] und A € R. Dann gilt:
b b b
a) [(o+W)(x)dx= [o(x)dx+ [y(x)dx

b) f(k(p) (x)dx= kafb(p(x) dx

b b
0 o<y = [o(x)dx< [y(x)dx

Dabei wird fiir Funktionen @, y: [, b] — R definiert:
ey <= o) <y(x) firallex € [a,b].

Bemerkung. Man driickt den Inhalt von Satz 1 auch so aus: Das Integral ist ein
lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum 7 [a, b].
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Beweis. Nach dem oben Bemerkten kdnnen ¢ und y bzgl. derselben Untertei-
lung des Intervalls [a, b] definiert werden. Die Aussagen des Satzes sind dann
trivial.

Definition (Oberintegral, Unterintegral). Sei 1 [a,b] — R eine beliebige be-
schrinkte Funktion. Dann setzt man

b b
/*f(x)dx::inf{/(p(x)dx:(pe Tla,b], 0> £},
ab ab
/*f(x)dx = sup{/(p(x)dx:(pe Tla,b],9 < f}.

Beispiele

(18.1) Fiir jede Treppenfunktion ¢ € T[a, b] gilt
b b b
/*(p(x)dx = /*(p(x)dx = /(p(x)dx.

(18.2) Sei f: [0, 1] — R die schon in (10.10) betrachtete Dirichletsche Funktion

1, falls x rational,
Jx) = o
0, falls x irrational.

1 1
Dann gilt [* f(x)dx =1 und [, f(x)dx=0.
0 0

b b
Bemerkung. Es gilt stets [ f(x)dx < [* f(x)dx.
a a

Definition. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heit Riemann-integrier-
bar, wenn

b b
/*f(x)dx: /*f(x)dx.

In diesem Fall setzt man

b b
/f(x)dx = /*f(x)dx.
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Bemerkung. Diese Definition des Integrals fiir Riemann-integrierbare Funktio-
nen f: [a,b] — R ergibt sich zwangsldufig, wenn man das Integral so erkldren
will, dass es fiir Treppenfunktionen mit dem schon definierten Integral iber-
einstimmt und dass aus f < g folgt [ /< [ g. (Hier sei [ f eine Abkiirzung fiir
fab f(x)dx, usw.) Denn fiir jede Treppenfunktion @ > f gilt dann [ f < [ ¢, al-
so [ < [7 f. Ebenso folgt [ f > [, f. Falls also Ober- und Unterintegral von
f tbereinstimmen, muss der gemeinsame Wert notwendig das Integral von f
sein.

(18.3) Beispiele. Nach (18.1) ist jede Treppenfunktion Riemann-integrierbar.
Die in (18.2) definierte Funktion ist nicht Riemann-integrierbar.

Schreibweise. Anstelle der Integrationsvariablen x kdnnen auch andere Buch-
staben verwendet werden (sofern sie nicht mit anderen Bezeichnungen kolli-
dieren):

/bf(x)dx—/bf(t)dt—/bf(g)dg_“_.

Satz 2 (EinschlieBung zwischen Treppenfunktionen). Eine Funktion f: [a,b] —
R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu jedem € > 0 Treppenfunktio-
nen O,y € T la, ] existieren mit

o< fLy
und

b b
/w(x)dx—/(p(x)a’xée.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition von inf und sup.

Im Folgenden schreiben wir statt Riemann-integrierbar kurz integrierbar.

Satz 3. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.
Beweis. Zu € > 0 existieren nach §11, Satz 5, Treppenfunktionen @,y € T [a, b]
mit ¢ < f < yund

€

—a

Y(x) —o(x) < b fur alle x € [a,b].
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Daher folgt aus Satz 1

€

/b\lf(x)dx/h([)(x)dx:/b(\u(x)(p(x))dxg/hbadx:&

Nach Satz 2 ist f also integrierbar.

Satz 4. Jede monotone Funktion f- [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Sei f monoton wachsend (fiir monoton fallende Funktionen ist der
Satz analog zu beweisen). Durch die Punkte

b_
xp=matk 22 (k=0,1,...,n)
n

erhélt man eine dquidistante Unterteilung von [a, b]. Beziiglich dieser Unter-
teilung definieren wir Treppenfunktionen @,y € T [a, b] wie folgt:

O(x) := fla-1) fir g <x <x,
Y(x) = flo)  fir xeg <x <xg,

sowie @(b) = y(b) = f(b). Da f monoton wichst, gilt
LAV

und

b

/blp(x) dx—/(p(x) dx

a

= if(xk) (xk —xk—1) kif(xkl) (X — X—1)
=

=~
Il

b—a [ z b—a
(Zf(xk)— Zf(xk1)> = (f(xn) = f(x0)) <€,
o \k=1 k=1 n
falls n gentigend groB ist. Also ist f nach Satz 2 integrierbar.

Satz 5 (Linearitit und Monotonie). Seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funk-
tionen und A € R. Dann sind auch die Funktionen f+ g und \f integrierbar
und es gilt:

2 [(F+8) W) dr= [ /(x)dx + fg(x)d.

a
b

b [0 de = 7).

a
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b b
o f<g = [[x)dx< [g(x)dx.

a
Beweis. Wir verwenden das Kriterium von Satz 2.
a) Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung Treppenfunktionen
01, V1,02, € T[a,b] mit

PSSy, @m<g<w

und
b b
und  [yo(x)dx— [a(x)dx <

a

b b

Jwi(x)dx— [ @1(x)dx <
Addition ergibt

O+ < f+g<vyi+y2

N ™
N m

und
Fown () + () e — f(01(x) + 9a2(x)) dx <.

Daraus folgt, dass f+ g integrierbar ist und die angegebene Formel gilt.

b) Da die Aussage fiir A = 0 und A = —1 trivial ist, geniigt es, sie fiir A >
0 zu beweisen. Zu vorgegebenem € > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢,y mit
¢</<wyund

b b e
af\u(x)dxf{(p(x)dx < 5

Daraus folgt A@ < Af < Ay und

[0 ) dx— [ ) v < e

Daraus folgt die Behauptung b).

Die Aussage c) ist trivial.

Definition. Fiir eine Funktion f: D — R definieren wir die Funktionen f,,
J—:D — R wie folgt:

o) = { f(x), falls f(x) >0,

0 sonst.

) { —f(x), falls f(x) <0,

0 sonst.
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Offenbar gilt f = f1 — /=~ und |f] = f + f-.

Satz 6. Seien f,g:[a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:
a) Die Funktionen f, f_ und |f| sind integrierbar und es gilt

| [ FG)dx| < [ 1/ ().

b) Fiir jedes p € [1,o0| ist die Funktion |f|P integrierbar.
¢) Die Funktion fg: [a,b] — R ist integrierbar.
Beweis
a) Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 Treppenfunktionen @,y € 7 [a, b] mit
¢ < f<yund
b
[w-o)wdr<e.
a
Dann sind auch ¢ und y Treppenfunktionen mit ¢4 < f+ < yy und
b b
Jw—on@dr< [(y-g)@dr<e:
a a
also ist £ integrierbar. Die Integrierbarkeit von f_ beweist man analog. Nach
Satz 5 ist daher auch |f] integrierbar. Die Integral-Abschétzung folgt aus Satz
5¢), da f < |f|und —f < |f].
b) Es geniigt, die Integrierbarkeit von | /| fiir den Fall 0 < f < 1 zu beweisen.
Zu g > 0 gibt es Treppenfunktionen @,y € 7 [a, b] mit

0<o<f<y<l

und
b
/ (V=) dx< =
a h p
Dann sind auch @” und y? Treppenfunktionen mit ¢ < f7 < y? und wegen
Zr (x?) = pxP~! folgt aus dem Mittelwertsatz der leferentlalrechnung
—¢'<pv-9).
Deshalb ist
b b

[ - @dr<p [w-o)wax<e,

a a
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also f7 integrierbar.

¢) Die Behauptung folgt aus Teil b), denn
1
fe=(/+8° = (-2

Satz 7 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,@: [a,b] — R stetige
Funktionen und @ > 0. Dann existiert ein & € [a, b], so dass

b b
[ r@e)ds= 1) [ otodx.
Im Speazialfall o =1 hat mana
b
/ fx)dx = fE)(b—a) fireinE e [ab].

Bemerkung. Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz im Fall ¢ = 1 z.B. fiir
eine positive Funktion f, dass die Fliche unter dem Graphen von f gleich der
Fliche des Rechtecks mit den Seitenldngen b — a und f() ist, vgl. Bild 18.3.

/

a & b

Bild 18.3

Fiir eine beliebige integrierbare Funktion f : [a,b] — R nennt man
1 b
M(f) = d
(=5 | S
den Mittelwert von f iiber dem Intervall [a, b]. Allgemeiner heilt

1 b
M, =—_" x)@(x)dx
o) = e, 10000
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der (bzgl. @) gewichtete Mittelwert von f (falls |, f ¢(x)dx # 0).

Fiir eine stetige Funktion f': [a, b] — R ist also der Mittelwert gleich dem Wert
von f an einer gewissen Zwischenstelle & € [a, b].

Beweis von Satz 7. Wir setzen
m = inf{f(x) :x € [a,b]},
M = sup{f(x):x €la,b]}.

Dann gilt m@ < f¢ < Mo, also nach Satz 5

m/b(p(x)dxg /bf(x)(p(x)dng/b(p(x)dx.

Daher existiert ein 4 € [m, M] mit

/b S = u /b ol)dx.

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein & € [a, b] mit /(&) = u. Daraus folgt
die Behauptung.

Riemannsche Summen

Sei 1 [a,b] — R eine Funktion,
a=xg<x1<...<xp,=0b

eine Unterteilung von [a, b] und &;, ein beliebiger Punkt (,,Stiitzstelle*) aus dem
Intervall [x;_1,x;]. Das Symbol

Z = ((xk)oken- (&) 1<k<n)
bezeichne die Zusammenfassung der Teilpunkte und der Stiitzstellen.
Dann heif3it

S(2.f) = kz (&) G — i)
=1

Riemannsche Summe der Funktion f bzgl. Z. Die Riemannsche Summe ist
nichts anderes als das Integral einer Treppenfunktion, die die Funktion f an
den Stellen &; “interpoliert”, siche Bild 18.4.
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s a7~

/\y\///

Z

Xo=a ixl i X2 i X3 i X4 i b:XS
& & & & & Bild 18.4

Die Feinheit (oder Maschenweite) von Z ist definiert als
2) = max (X —Xx_1) .
W(Z) = max (=)
Der nichste Satz sagt, dass die Riemannschen Summen einer integrierbaren

Funktion gegen das Integral konvergieren, wenn die Feinheit der Unterteilun-
gen gegen Null konvergiert.

Satz 8. Sei 1 [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann existiert
zu jedem € > 0 ein 8 > 0, so dass fiir jede Wahl Z von Teilpunkten und Stiitz-
stellen der Feinheit u(2) < 3 gilt

/f ydx—S(Z, /)| <

Man kann dies auch so schreiben'

llmSZf /f

u2z)
Beweis. Sind @,y Treppenfunktionen mit @ < f < v, so gilt offenbar fiir alle
Zerlegungen 2

S(2,9) <S8(2,/) <S(2,v).
Daraus folgt, dass es geniigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, dass f eine
Treppenfunktion ist. Sei f bzgl. der Unterteilung

a=t<h<..<tp="»b
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definiert. Da f beschrinkt ist, existiert
M:=sup{|f(x)|:x € [a,b]} €Ry.

Sei Z:= ((xk)o<k<n, (Ek)1<k<n) irgend eine Unterteilung mit Stiitzstellen des
Intervalls [a, b] und F € T[a, b] die durch F(a) = f(a) und

F(x)=f(&) firx_ <x<xx (1<k<n)
definierte Treppenfunktion. Dann gilt
b
S(2,f) = [ F(x)dx,
a

also b

[ /)52, < 1760 - Fol

Die Funktionen f und F' stimmen auf allen Teilintervallen ]x;_1,x;[ tiberein,
fiir die [xs_1,x] keinen Teilpunkt #; enthélt. Daraus folgt, dass |f(x) —F (x)|
aufhochstens 2m Teilintervallen |x;_, x;[ der Gesamtlidnge 2mu( Z) von 0 ver-
schieden sein kann. In jedem Fall gilt aber | f(x) — F(x)| < 2M, also ist

b
C{ |/ (x) = F(x)| dx < 4mMu( Z).

Da dies fiir 4(2) — 0 gegen 0 konvergiert, folgt die Behauptung des Satzes.

Beispiele
(18.4) Wir berechnen das Integral /0 axdx, (a>0),
mittels Riemannscher Summen. Fiir eine ganze Zahl » > 1 erhilt man durch
X = @, k=0,1,....n,
n

eine dquidistante Unterteilung von [0, a] der Feinheit ¢. Als Stiitzstellen wih-
len wir &; = x;. Die zugehdrige Riemannsche Summe ist dann

2 n
a
it _ k
72,
n n f—=1

nin+1) o 1
2 (1),

b

s, a

S IQ

Il
:N‘ ], EM:
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Also folgt
a P Y y=x
/xdx:limSn:a—7 ap
n—oo 2

0
was die Flache eines Dreiecks mit
Grundlinie a und Hohe a darstellt, X
vgl. Bild 18.5. Bild 18.5 0 a

Fiir das nichste Beispiel zu Satz 8 benotigen wir den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz. Sei t € R kein ganzzahliges Vielfaches von 2r. Dann gilt fiir jede
natiirliche Zahl n

4 sin(n+1)¢
% + 2 coskt = (712)
= 2sin 5t
Beweis. Es gilt coskt = J (e 4 e~ *"), also

n

n
I+ Y coskt = i D e
=1 k=

Nun ist nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe

1— e(2n+1)it

n " 2n "

E ikt —int ikt —int

e = e e =e

£ Z‘ 1
k=—n k=0

—elt
elnt1/2)t _ p=i(n+1/2)t _ sin (n+ %)t

eit/2 — e=it/2 sin%t

Daraus folgt die Behauptung.

a
(18.5) Berechnung des Integrals / cosxdx, (a>0),
0

mittels Riemannscher Summen. Wie im Beispiel (18.4) erhalten wir fiir eine
natiirliche Zahl » > 1 durch
X = @, k=0,1,...,n,
n
eine dquidistante Unterteilung von [0, a] der Feinheit . Als Stiitzstellen wih-
len wir &; = x;. Die zugehorige Riemannsche Summe ist dann

5 izcosk_a_z<w_ )
=" n

B —

b a
n 2smﬂ
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a

= _2n -sin(a+£) 4

sin - 2n) 2n’

sin 4
Da lim 7a2” =1 (nach §14, Corollar zu Satz 5), folgt
n—ee o

a

/cosxdx = lim S, = sina.
n

—s00
0

(18.6) Mithilfe von Satz 8 lassen sich die Minkowskische und Holdersche Un-
gleichung aus §16 auf Integrale verallgemeinern. Sei f: [a,b] — R eine inte-
grierbare Funktion und p > 1 eine reelle Zahl. Dann definiert man

1£1:= /b o)) "

Fiir integrierbare Funktionen f,g: [a,b] — R gilt dann
a) [lf+gllp < I/1p+ llgll, fir alle p > 1.

b
b) [ gl < 111, gl fir pog > 1 mit S+ =1,

Satz 9. Sei a < b < c und f:[a,c] — R eine Funktion. f ist genau dann inte-
grierbar, wenn sowohl f| | [a,b] also auch f | [b,c] integrierbar sind und es gilt
dann

c

/f(x)dxz/bf(x)dx—i—/cf(x)dx,
a a b

Der einfache Beweis sei der Leserin tiberlassen.

Definition. Man setzt

/f(x)dx =0,

b a
/f(x)dx - f/f(x)dx7 falls b < a.
a b

Bemerkung. Die Formel von Satz 9 gilt nun fiir beliebige gegenseitige Lage
von a, b, c, falls f in [min(a,b,c), max(a, b, c)] integrierbar ist.
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AUFGABEN

a
18.1. Man berechne das Integral / xfdx, (keN,ae RY)
0

mittels Riemannscher Summen. Dabei benutze man eine dquidistante Teilung
des Intervalls [0, a] und das Ergebnis von Aufgabe 1.4.

a
18.2. Man berechne das Integral [ e*dx mittels Riemannscher Summen (a > 0).
0

18.3. Sei a > 1. Man beweise mittels Riemannscher Summen
a

dx

/— =loga.
X

1

Anleitung. Man wihle folgende Unterteilung:

l=x0<x1...<x,=a, wobei xk::ak/”.

Als Stiitzstellen wihle man &; :=x;_1.

18.4. Man beweise
N1 2dx
li :/ — =log(2).
NEEOIZ“IN+H 1 X 08(2)

Bemerkung. Zusammen mit Aufgabe 1.5 folgt daraus, dass

o ¢ 1\n—1
Z( D =log(2).

n=1 n

18.5. Seien f,g: [a,b] — R beschrinkte Funktionen. Man zeige:
b b b
a) [*"(f+e)x)dx< [Tf(x)dx+ [*g(x)dx, (Subadditivitit).
a a a
b b
b) [T(Af)(x)dx=A["f(x)dx firalle A € R,.
a a
Man gebe ein Beispiel an, fiir das in a) das Gleichheitszeichen nicht gilt.

18.6. Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, die nur endlich viele Un-
stetigkeitsstellen hat. Man zeige, dass f/ Riemann-integrierbar ist.
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§ 19 Integration und Differentiation

Waihrend wir im vorigen Paragraphen das Integral in Anlehnung an seine anschauliche
Bedeutung als Flacheninhalt definiert haben, zeigen wir hier, dass die Integration die
Umkehrung der Differentiation ist, was in vielen Fillen die Moglichkeit zur Berech-
nung des Integrals liefert.

Fiir den ganzen Paragraphen sei / C R ein aus mindestens zwei Punkten beste-
henden offenes, halboffenes oder abgeschlossenes endliches oder unendliches
Intervall.

Unbestimmtes Integral, Stammfunktionen

Waihrend wir bisher Funktionen immer {iber ein festes abgeschlossenes Inter-
vall integriert haben, betrachten wir jetzt die eine Integrationsgrenze als varia-
bel und erhalten so eine neue Funktion, das ,,unbestimmte Integral”.

Satz 1. Sei f: I — R eine stetige Funktion und a € 1. Fiir x € I sei

:/Xf(t)dt

Dann ist die Funktion F: I — R differenzierbar und es gilt F' = f.

Beweis. Fiir h # 0 ist
x+h

el /f i - /f ()= [ roa

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (§18, Satz 7) existiert ein
Ep € [x,x+ h] (bzw. &, € [x + h,x], falls h < 0) mit
x+h

[ rodi= ).

Da limy,_,¢&;, = x und f stetig ist, folgt
X+h
1
F@) = lim [ f@d= Jim 2 (&) = /0.

X
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Definition. Eine differenzierbare Funktion F': / — R heifit Stammfunktion (oder
primitive Funktion) einer Funktion f: I — R, falls F/ = f.

Bemerkung. Satz 1 bedeutet, dass das unbestimmte Integral eine Stammfunk-
tion des Integranden ist.

Satz 2. Sei F': [ — R eine Stammfunktion von f-: 1 — R. Eine weitere Funktion
G: I — R ist genau dann Stammfunktion von f, wenn F — G eine Konstante ist.

Beweis.
a) Sei F — G = ¢ mit der Konstanten ¢ € R. Dann ist G’ = (F —¢) = F' = f.

b) Sei G Stammfunktion von f, also G’ = f = F’. Dann gilt (F — G)' =0,
daher ist F — G konstant (§16, Corollar 3 zu Satz 2).

Satz 3 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei {1 — R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt
fiiralle a,b € 1

b
/ f(x)dx = F(b) —F(a).
Beweis. Fiir x € I sei

Ro(x) = /f(t)dt.

Ist nun F eine beliebige Stammfunktion von £, so gibt es nach Satz2 ein c € R
mit /' — Fy = ¢. Deshalb ist
b
F(b)~F(a) = Fo(b) ~ Ro(@) = Fyb) = [ f0)dr. qed

a

Bezeichnung. Man setzt
b
F(x)| :=F(b)—F(a).

a

Die Formel von Satz 3 schreibt sich dann als

b

/bf(x) dx = F(x)

a
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Hierfur schreibt man abkiirzend
/f(x)dx: F(x).

Diese Schreibweise ist jedoch insofern problematisch, als F' nur bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmt ist.

Beispiele

Aufgrund von Satz 3 erhilt man aus jeder Differentiationsformel eine Formel
iiber Integration. Wir stellen einige Beispiele zusammen.

(19.1) Sei s € R, s # —1. Dann gilt

b b
),‘H'l
/xsdx =

s+1],

Dabei ist das Integrationsintervall folgenden Einschrinkungen unterworfen:
Fiir s € N sind a, b € R beliebig; ist s eine ganze Zahl < —2, so darf 0 nicht im
Integrationsintervall liegen; ist s nicht ganz, so ist [a,b] C RY. vorauszusetzen
(bzw. [b,a] C R, falls b < a).

(19.2) Fiir a,b > 0 gilt

b
dx b
/— = logx
X a
a
Fiira,b < 0 gilt
fd b d
x 1 .
/? = log(—x) K da %log(—x) =5 furx<o.

a

Man kann die beiden Fille so zusammenfassen:
d.
/—x =log|x| firx#0.
X

Dabei soll x # 0 bedeuten: Der Punkt 0 liegt nicht im Integrationsintervall.

(19.3) /sinxdx = —CoSX.

19.4) /cosxdx = sinx.
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Damit haben wir auf miithelose Weise das in (18.5) mittels Riemannscher Sum-
men berechnete Integral wiedererhalten.

(19.5) /expxdx = expx.

dx
19.6 / =arcsinx  fur |x| < 1.
N v §

dx

19.
a9 [ 175
(19.8) / d);
COS“ X

dabei muss im Integrationsintervall cosx # 0 sein.

= arctanx.

= tanx;

Die Substitutionsregel

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Auswertung von Integralen besteht darin, eine
Transformation (Substitution) der Integrationsvariablen durchzufiihren. Durch
geschickte Wahl der Substitution kann man oft das Integral vereinfachen und
zugdnglicher machen.

Satz 4 (Substitutionsregel). Sei f: I — R eine stetige Funktion und
©: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit @ ([a,b]) C I. Dann gilt

b o(b)
[riom)ewdi= [ fa)d.
a o(a)

Beweis. Sei F:I — R eine Stammfunktion von f. Fir die Funktion
F o@: [a,b] — R gilt nach der Kettenregel

(Fo@) (1) =F'(¢(t)¢'(r) =/ (9(t)¢(1).
Daraus folgt nach Satz 3

b b ¢
/.f(@(t))w’(t)dt = (Fog)(1)] =F(o(b))—F(9(a)) =

“ o(a)

(b)
f(x)dx.

Bezeichnung. Unter Verwendung der symbolischen Schreibweise
do(t) := ¢/ (t)dt
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lautet die Substitutionsregel

b o(b)
/ S(9(2)) do(t) = / F(x)dx.
“ o(a)

In dieser Form ist sie besonders einfach zu merken, denn man hat einfach x
durch @(¢) zu ersetzen. Lauft ¢ von a nach b, so lduft x = ¢(¢) von ¢(a) nach

o(b).

Beispiele
b b+c
(19.9) /f(t +c)dt = / f(x)dx  (Substitution @(¢) =7 +c).
a a+c

b bc
(19.10) Fiir ¢ # 0 gilt / flet)dt = é / f)dx,  (o(t) = o).

b b
(19.11)/tf(t2)dt: %/f(x)dx, (o) =1?).

(19.12) Sei ¢: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢(z) # 0 fiir
alle 7 € [a,b]. Dann gilt nach (19.2)

b
/<p’(t)
) o(r)

(19.13) Sei [a,b] C | -5, 5 [. Dann gilt nach (19.12)

b

dt = log|g(1) x= <p<z>) |

1
X )

7 (f(x) -

a

b b b
sint
/tantdt:/—dt: —logcost
cost

a a

a

b d
(19.14) Zur Berechnung von / lixz, wobei —1,1 ¢ [a, b], verwendet man
—X
die sog. Partialbruchzerlegungza
Da 1 —x? = (1 —x)(14x), versucht man a., B € R so zu bestimmen, dass
1 o B
1—x2 1—x+1—&—x7
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d.h.
1 (OH-B)-F((X—B))C.

1—x2 1—x2

Man erhilt o = = % Damit folgt

b b b b b
/ dx 7l< dx n l / )
1—x2 2 l—x 1+x 2
a a
b b
+1
= %(log\x+l|—log|x—l\) = %log x_l
a a

(19.15) Sei —1 < a < b < 1. Durch die Substitution x = sin# erhélt man mit
u ;= arcsina, v := arcsinb

b v v
/\/lfxzdx:/\/lfsinztdsint:/cosztdt.
a u u

Wegen

it | =it 2 ) )
cos’t = <%> = 41’1 (3211 +8_2’t) +% (Cos2t+ 1)

folgt weiter
b v v
/\/ 1 —x2dx = %/(cos2t+ 1)dt =1} sin2¢
a u

v
+5t
u

u

Da sin2¢ = 2sinzcost = 2sinzy/ 1 —sin’¢, gilt
b

=2xv1—x2| .

a

v
sin2t

u
Also erhélt man insgesamt

b b
/\/ 1—x2dx = % (arcsinx—i—xv 1 —x2)
a
a

Insbesondere fiir a = —1 und b = 1 ergibt sich

1
. +1 T
/\/lfxzd)c:%arcsmx‘ [T

g

2
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was die Flache des Halbkreises vom Radius 1 darstellt (Bild 19.1).

y
—1 0 I x

verwenden wir die Substitution

Bild 19.1

dx
19.16) Zur Berechnung von / —
(19 evon | e
x =sinht = }(¢’ —e™). Da

dsinht = coshtdt,

cosh?s —sinh?s =1, (Aufgabe 10.1),
Arsinhx =log(x+V/1+x2), (Aufgabe 12.2),
folgt mit u := Arsinha, v := Arsinhb

dsinht / cosht

/ V1 +x2 /1 +sinh?¢ cosht

= log(x+ 1—|—x2)‘ .
a

b
(19.17) Berechnung von / (a,b>1).

dx
a V21
Wir substituieren x = cosh? = J(¢/ + 7). Da
dcosht = sinhtdt
Arcoshx = log(x+v/x>—1), (Aufgabe 12.2),

folgt mit u := Arcosha, v := Arcoshb

v .
sinh#

—
/ VX2 — sinh¢

v
_ 2_
u—log(er x2—1)
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Partielle Integration

Neben der Substitutionsregel ist die partielle Integration ein weiteres niitzli-
ches Hilfsmittel zur Auswertung von Integralen.

Satz 5 (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R zwei stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

b , b
[ 0 @) =/ x)g)| ~ [ et @) s

Eine Kurzschreibweise flir diese Formel ist

[ rdg=re~ [edr.

Beweis. Fiir F := fg gilt nach der Produktregel
F'(x) = f/(x)g(x) + /(x)g(x),
also nach Satz 3

b

b b
[ r et [ s ) dr=Fe)|
a a
woraus die Behauptung folgt.
Beispiele

(19.18) Seien a,b > 0. Zur Berechnung von | ab logxdx setzen wir
J(x) =logx, g(x) =x.

b b b
b b
/logxdx = xlogx‘ f/xa’logx:xlogx) f/dx
a a
a a

a

b
X (logx — 1)

R
(19.19) Berechnung von [ arctanxdx.

/ arctanxdx = xarctanx — / xdarctanx.
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d 1
Da e arctanx = Ti2 folgt

/ xdarctanx = / Y = (Substitution 7 = x?)
1+x2
dt
Also gilt

/arctanxdx = xarctanx — %log (1 +x2) .

(19.20) Berechnung von [arcsinxdx, (—1 <x < 1).

/arcsinxdx = xarcsinx — /xdarcsinx.

Nun ist
x
xdarcsinx = /7dx t=1 —xz, dt = —2xdx
/ V1—x2 ( )
dt
_ 1 _ — 2
= —5 [ —=—Vt=—V1—-x?%,
AN Vi X
also

/arcsinxdx = xarcsinx 4+ /1 —x2.

Eine zweite Methode zur Berechnung von [ xdarcsinx liefert die Substitution
t = arcsinux:

/xdarcsinx: /sintdt =—cost=—V1—sinft=—v1-x2.
(Esistcost >0,da -5 <r<%)

(19.21) Mithilfe der partiellen Integration kann man manchmal fiir Integrale,
die von einem ganzzahligen Parameter abhidngen, Rekursionsformeln herlei-
ten. Als Beispiel betrachten wir das Integral

1, = /sin’”xdx.
Partielle Integration liefert fiir m > 2
I, = —/sinm_lxdcosx

m—2

= fcosxsinm_1x+(mf1)/cos2xsin xdx
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—cosxsin” x4+ (m—1) / (1 —sin®x) sin" % xdx
= —cosxsin™ ' x+ (m—1)lp_o— (m—1)l,.
Diese Gleichung kann man nach 7, auflésen und erhalt
1 e -1
I, = ——cosxsin” 'x+ le,z .
m m
Da
Iy = /sinoxdx =x, L1 = /sinxdx = —CosX,
kann man damit rekursiv /,, fiir alle natiirlichen Zahlen m berechnen.

(19.22) Wir wollen das vorangehende Beispiel fiir das bestimmte Integral
n/2
Ay = / sin” xdx
0
ausfithren. Es ist 49 = 7, 41 = 1 und

—1
Ay =""""4 5 firm>2.
m

Man erhilt
Ay, — @n-1)(2n-3)-...-3-1 &
" 2n-(2n—=2)-...-4.2 2’
y _ 2n-(2n—2)-...-4.2
T 2nt1)-(2n—1)-...-5-3"

Folgerung (Wallis’sches Produkt). % kann durch folgendes unendliche Pro-
dukt dargestellt werden:
T 4n?

§:H4n2—1'

n=1

Beweis. Wegen sin?" 2 x < sin® ! x < sin®"x fiir x € [0,5] gilt

Aopya < Aopr1 < A2y

. A2n+2__ 2I’l+1_ . . A2n+1_
Danlgrolo 1, —r}ﬁmszrz—1,g11tauchy}£13°7—l.
Nun ist

Ayyr  2n:2n-...4:2:2 noAk?

-1
Az (Cn+1)(2n—1)-...-3:3-1 n 14k —1
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Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung.
Bemerkung. Das Wallis’sche Produkt ist fiir die praktische Berechnung von 7
nicht besonders gut geeignet, da es langsam konvergiert. Z.B. ist

1000 4}’12

——— =1.57040...,
el 4n? —1

verglichen mit dem exakten Wert von § = 1.5707963... . Die Formel wird uns
aber gute Dienste leisten bei der Untersuchung der Gamma-Funktion und beim
Beweis der Stirlingschen Formel (§ 20).

Als weitere Anwendung der partiellen Integration beweisen wir:

Satz 6 (Riemannsches Lemma). Sei /- [a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Fiir k € R sei

b
F(k):= /f(x)sinkxdx.

Dann gilt lim F(k)=0.

[k|—e0

Beweis. Fiir k # 0 ergibt sich durch partielle Integration

b b
Fk) = —f(x) S5 +% / 7(x) coskxd.
a a
Da fund /" auf [a,b] stetig sind, gibt es eine Konstante M > 0, so dass
lf(x)| <M und |f'(x)|<M fiirallex € [a,b].
Damit ergibt sich die Abschitzung
2M  M(b—a)
IF(k)] < WEwE

woraus die Behauptung folgt.

(19.23) Als Beispiel fiir Satz 6 beweisen wir die Formel
= Gink _
YIS fir0<x<om

k=1
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x kx
Beweis. Da f cosktdt = und
sin (n+ 5
2 coskt = ( ) — % , (Hilfssatz aus §18),
2sin} 5t

folgt

" sinkx  [sin(n+ 1)
Y = :/ (n+3) dt— L —m).
k=1

1
2sin 5t

Nach Satz 6 gilt fiir
X
1
F,(x ::/7sin n+3)edr, (0<x<2m),
n(x) ZSin%t ( 2) ( )

dass lim F;,(x) = 0. Daraus folgt die Behauptung.
n—oo

Spezialfall. Setzt man in der bewiesenen Formel x = 1/2, so erhélt man die
Leibniz’sche Reihe

T & (=1 1 1 1 1 1
T_ S R
4 k:ZOzkH 3ts 7t

Satz 7 (Trapez-Regel). Sei f:[0,1] — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion Dann ist

/ /) £0)+ (1)) -
wobei fur das Restglied gilt
1
R=3[x(1=x)f"(0)dx = 1/"(¢)

Siirein§ € [0,1].

Beweis. Sei ¢(x) := 3x(1 —x). Es gilt ¢/(x) = § —x und ¢”(x) = —1. Durch
zweimalige partielle Integration erhélt man

R = [o0)"(x)ds = 000) )] — [ ¢/0) )
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_ %(f(0)+f(1))—0f1f(x)dx-

Andrerseits kann man wegen @(x) > 0 fiir alle x € [0, 1], auf das Integral fiir R
den Mittelwertsatz anwenden und erhélt ein & € [0, 1] mit

R= Ofl @)/ (x) dx = /" (&) ({1 o()dy=15/"(E),  qed

Bemerkung. Der Name Trapez-Regel kommt daher, dass der Ausdruck
2((0)+ £(1)) bei positivem / die Fliche des Trapezes mit den Ecken (0,0),
(1,0), (0, £(0)) und (1, £(1)) darstellt (Bild 19.2). Man sieht an der Figur auch,
warum das Korrekturglied —% /"(€) mit einem Minuszeichen versehen ist,
denn fiir eine konvexe Funktion (fiir die f” > 0) ist die Fliche des Trapezes
groBergleich dem Integral.

A
f(ly) ‘ y= f(x)
1(0)

0 1 X Bild19.2

Corollar. Es sei f:[a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
und

K :=sup{[f"(x)|:x € [a,b]}.

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl und h := b%“. Dann gilt

b n—1
[ 1= (4r@+ 3. flavi)+ L/(B))h+R

a

mit |R| < & (b—a)i?.

Bemerkung. Lisst man also die Anzahl n der Teilpunkte gegen unendlich ge-
hen, geht der Fehler gegen null, und zwar wird wegen des Gliedes 4% in der
Fehlerabschétzung eine Verdopplung der Anzahl der Teilpunkte zu einer etwa
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vierfachen Genauigkeit fithren. Man kann das Corollar als eine quantitative
Prézisierung des Satzes iliber die Riemannschen Summen (§18, Satz 8) fiir den
Fall zweimal stetig differenzierbarer Funktionen ansehen.

Beweis. Durch Variablentransformation erhélt man aus Satz 7
a+(v+1)h

3
Fe)de =" (v + flat (v )~ 7@
a+vh

mit & € [a+ Vh,a+ (v+ 1)h]. Summation iiber v ergibt die Behauptung.

AUFGABEN

19.1. Seien a, b € RY,.. Man berechne den Flicheninhalt der Ellipse
2 .2
— 2. X Y
E.—{(XL}/)ER : z-f'ﬁg 1}

19.2. Fiir n,m € N berechne man die Integrale

2m 2n 2
/sinnxsinmxdx, /sinnxcos mxdx, /cos nxcosmxdx.
0 0 0

19.3. Man bestimme eine Rekursionsformel fiir die Integrale

meN.

[ / dx
B RVIEEeL
19.4. Man berechne das Integral

dx
— R).
/arxz—l—bx—&—c7 (a,b,c€R)

d
19.5. Man berechne das Integral / H_ixx4

Anleitung. Man benutze 1 +x* = (1 + ﬂx—&—xz) (1 —V2x +x2) und stelle
eine Partialbruchzerlegung
I ax+b cx+d
T+x*  14+v2x+x2  1—v2x+x2

her.
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19.6. Man berechne die Integrale

/xsinxdx, /xz cosxdx, /x3e‘dx.

19.7. Fiir m € Z berechne man das Integral

/x’"logxdx (x>0).

19.8. Es seien P, die Legendre-Polynome
P(x) — 1 d\" 5 1
) =5\ 7 ) =D

vgl. Aufgabe 16.3. Man beweise mittels partieller Integration

1
i) /Pn(x)Pm(x) dx=0 firn#m.
-1

1
i) [ Py(x)2dx = .
“)/ ne)dx = 5
4

19.9. Es sei # eine natiirliche Zahl. Man beweise:

a) Jedes Polynom f vom Grad < » ldsst sich als Linearkombination der Legendre-
Polynome P, darstellen:

10 =Y aPi(x), wobei ¢ = 2! / L ) P(x)d,
k=0 2 Ja

b) Fiir jedes Polynom g vom Grad < » gilt

/_ll g(x)Py(x)dx = 0.

¢) Seien x1,x2, . ..,x, die Nullstellen des Polynoms P, (vgl. Aufgabe 16.3) und
sei f ein Polynom vom Grad < 27 mit

flxp)=0 firk=1,2,...,n
Dann gilt

/_11 f(x)dx=0.
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19.10. a) Sei f: [, 2} — ]R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Man zeige: Es gibt ein § € [—1, 1], so dass

1/2

1/2
[0 s@dn=f)+} [ (= 121" wdx= 0)+ 1 E)

~1/2 1

b) Sei f: [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und
Ky :=sup{|f"(x)| : x € [a,b]}.
Weiter sei n > 0 eine natiirliche Zahl und 4 := (b — a)/n. Man zeige

n—1
/abf(x)dx: Zf(a—i-(v—l—%)h)h—FR

mit |R|\ Salb—a)it

19.11. Sei y : R — R die wie folgt definierte Funktion:
W) =y (x] = 1)° + 5 (x| = D%
a) Man zeige fir jede 4-mal stetig differenzierbare Funktion f/: [-1,1] = R
1 1
[ F)dx =S (F(=1)+47(0)+ /(1) +R
(Keplersche Fassregel), wobei

R— /711f(4)(x)\|!(x)dx: —%f{“)(&) fiir oin & € [—1, 1],

b) Sei f: [a,b] — R eine 4-mal stetig differenzierbare Funktion und

Ky :=sup{| /W (x)] : x € [a,b]}.
Weiter sei n > 0 eine natiirliche Zahl, / := (b—a)/2nund xy := a+ vh.

Man beweise die Simpsonsche Regel

n—1
/f S(xo +4Zf X2v+1 +22f X2v +f(xzn)) +R
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§ 20 Uneigentliche Integrale.
Die Gamma-Funktion

Der bisher behandelte Integralbegrift ist fiir manche Anwendungen zu eng. So konnten
wir bisher nur iiber endliche Intervalle integrieren und die Riemann-integrierbaren
Funktionen waren notwendig beschrankt. Ist das Integrationsintervall unendlich oder
die zu integrierende Funktion nicht beschrankt, so kommt man zu den uneigentlichen
Integralen, die unter gewissen Bedingungen als Grenzwerte Riemannscher Integrale
definiert werden konnen. Als Anwendung behandeln wir die Gamma-Funktion, die
durch ein uneigentliches Integral definiert ist und die die Fakultdt interpoliert.

Uneigentliche Integrale
Wir betrachten drei Fille.

Fall 1. Eine Integrationsgrenze ist unendlich.

Definition. Sei f:[a,oo[ — R eine Funktion, die iiber jedem Intervall [a,R],
a < R < oo, Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

R—oo

R
lim / S(x)dx
a
existiert, heifit das Integral | f(x)dx konvergent und man setzt
a
oo R
/f(x) dx = I%im /f(x) dx.
a T a
a

Analog definiert man das Integral [ f(x)dx fiir eine Funktion f:]—c0,a] — R.

>d
(20.1) Beispiel. Das Integral / —): konvergiert fiir s > 1. Es gilt ndmlich
1 X

R

/dx_ 1 1‘R_ 1 . 1
¥ 1-s x»1h s—1 R

1
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Da lim = =0, folgt

rd
—x:L firs>1.
1 x5 s—1

. . ~d. . .
Andererseits zeigt man: / —): konvergiert nicht fiir s < 1.
X
. . (Rdx .
Z.B. firs=1ist / — =logR, was flir R — oo gegen oo strebt.
1 X

Fall 2. Der Integrand ist an einer Integrationsgrenze nicht definiert.

Definition. Sei f:]a, ] — R eine Funktion, die iiber jedem Teilintervall [a + €, b],
0 < & < b —a, Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b
i |
a+e

b
existiert, heifit das Integral | f(x) dx konvergent und man setzt

b b
/ fx)dx = lim / F(x)dx.

a+e

ld
(20.2) Beispiel. Das Integral / —f konvergiert fiir s < 1. Es gilt ndmlich
0 X

1
dx 1 !

s
X 1—s x5!

= (1),

-

€ €

Andererseits zeigt man
1

dx . . .

/ -~ konvergiert nicht firs > 1.
X

0
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Fall 3. Beide Integrationsgrenzen sind kritisch.

Definition. Sei f:]a,b] — R, a € RU{—eo}, b € RU{eo} , eine Funktion, die
tiber jedem kompakten Teilintervall [0, B] C ]a, b[ Riemann-integrierbar ist und
sei ¢ € ]a, b| beliebig. Falls die beiden uneigentlichen Integrale

c

Jroe-gn o

a

b p
C/ f)dr = lim / F(x)dx

b
konvergieren, heifit das Integral | f(x) dx konvergent und man setzt
a

/b fx)dx = / fx)dx+ /b f(x)dx

Bemerkung. Diese Definition ist unabhingig von der Auswahl von ¢ € |a, b|.

und

Beispiele

> d.
(20.3) Nach (20.1) und (20.2) divergiert das Integral / ;x fiir jedes s € R.
0

1
(20.4) Das Integral / konvergiert:

dx
\/—
1 1—¢

dx

dx
V1—x2 8\0/ \/l—x2 8\0 V1—x2
—1

- hm arcsm(—l +e)+ hm arcsin(1 —¢)
Y e\,0

(D)

(20.5) Das Integral / konverglert ebenfalls:

o

R dx
= lim /
1 —|—x2 R%oo 1 Rﬂw o 1 +x2
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= — lim arctan(—R) + lim arctan(R)

—s00 R—00
n 2/ 2

Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen

Mithilfe der uneigentlichen Integrale kann man manchmal einfach entschei-
den, ob eine unendliche Reihe konvergiert oder divergiert.

Satz 1. Sei f:[1,0o] — R eine monoton fallende Funktion. Dann gilt:
2 f(n) konvergiert <= / [f(x)dx konvergiert.
n=1
1

Beweis. Wir definieren Treppenfunktionen @, y: 1,0 — R durch
y(x) == f(n)

0(x) == f(n+1)
Da f monoton fallend ist, gilt ¢ < f < v, siehe Bild 20.1.

} firn<x<n+1.

[
[
[ [
[ [ [
[ [ [ ! i
[ [ [ [ | | |

| | | | | | I

12 3 4 5 6 7 x
Bild 20.1 Zum Integral-Vergleichskriterium

Integration {iber das Intervall [1,N] ergibt

N N N N N—1
X 1) = [o)dr < [ fx)dr< [wwdx= 3, fln).
n=2 1 1 1 n=1

Falls [|” f(x) dx konvergiert, ist deshalb die Reihe Y, /() beschrinkt, also
konvergent. Falls umgekehrt Y~ f(n) als konvergent vorausgesetzt wird, so
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folgt, dass [} /(x)dx fiir R — e monoton wachsend und beschrénkt ist, also
konvergiert.
(20.6) Beispiel. Aus (20.1) folgt:

oo

1
Die Reihe ¥ — konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.
n

n=1

(Diese Reihe hatten wir schon in (7.2) behandelt.)

Bemerkung. Betrachtet man die Summe der Reihe als Funktion von s, so erhélt
man die Riemannsche Zetafunktion

o

E(s):= Z %7 (s>1).

n=1
(Die wahre Bedeutung dieser Funktion wird erst in der sogenannten Funk-
tionentheorie sichtbar, wo diese Funktion ins Komplexe fortgesetzt wird.)

Die Gamma-Funktion

Definition (Eulersche Integraldarstellung der Gamma-Funktion). Fiir x > 0
setzt man

=

I'(x):= /t"fle*’dt.
0
Bemerkung. Dass dieses uneigentliche Integral konvergiert, folgt nach (20.1)
und (20.2) daraus, dass

1
a) e < — fiiralles >0,
t X

1
b) Fle? K po fiir ¢ > 1o,

da lim *+le™" =0, vgl. (12.2).

t—o0

Satz 2 (Funktionalgleichung). Es gilt T(n+ 1) = n! fiir alle n € N und
x[(x)=T(x+1) fiirallexeR.

Beweis. Partielle Integration liefert

R =R R
[tre ldt = —te7!|  +x [t leldt.
€ €
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Durch Grenziibergang € \, 0 und R — oo erhélt man I'(x+ 1) = xI'(x). Da

R
— 1 g 1 _ Ry _
F(l)-}%groloofe dt-}%grgo(l e =1,
folgt aus dieser Funktionalgleichung

IF'n+1)=nl'(n)=nn—1)I'n—1)=nmn—-1)-...-1-T(1) =n!

Bemerkung. Die Funktion I':R* — R interpoliert also die Fakultit, die nur
fiir natiirliche Zahlen definiert ist. (Dass die Gamma-Funktion so definiert ist,
dass nicht I'(n), sondern I'(n + 1) gleich n! ist, hat historische Griinde.) Durch
diese Eigenschaft und die Funktionalgleichung ist die Gammafunktion aber
noch nicht eindeutig bestimmt. Wir brauchen noch eine weitere Eigenschaft,
die logarithmische Konvexitit, um die Gammafunktion zu charakterisieren.

Definition. Sei / C R ein Intervall. Eine positive Funktion F:/ — R’ heif3t
logarithmisch konvex, wenn die Funktion log F': / — R konvex ist.

Ubersetzt man die Konvexititsbedingung fiir die Funktion log 7' mithilfe der
Exponentialfunktion auf die Funktion F, so erhdlt man: F ist genau dann lo-
garithmisch konvex, wenn fiir alle x,y € Jund 0 < A < 1 gilt

F o+ (1=2)y) S F)MF )

Satz 3. Die Funktion T: R, — R ist logarithmisch konvex.

Beweis. Seien x,y € R und 0 < A < 1. Wir setzen p := % und ¢ := ﬁ Dann

gilt % + é = 1. Wir wenden nun auf die Funktionen

Ft) =10V petIp  g(p) = 0" D/ag1/a
die Holdersche Ungleichung (18.6) an:

R R 1/p /R 1/q

[ gy < ([ fieydr) " (Ja(e)rar) ™.

€ € €

Nun ist



§20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion 225

Damit ergibt die Holdersche Ungleichung nach Grenziibergang €\, 0 und
R — 0

r (% +§) <T()V/PT ()14,
Dies zeigt, dass I logarithmisch konvex ist.

Bemerkung. Da jede auf einem offenen Intervall konvexe Funktion stetig ist
(vgl. Aufgabe 16.4), ergibt sich aus Satz 3 insbesondere, dass die Gamma-

*

Funktion auf ganz R stetig ist.

Satz 4 (H. Bohr). Sei F:R", — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) F(1)=1,

b) F(x+ 1) =xF(x) fiir allex € R%,

c) F ist logarithmisch konvex.
Dann gilt F(x) =T'(x) fiir alle x € R

Beweis. Da die I'-Funktion die Eigenschaften a) bis c) hat, geniigt es zu zeigen,
dass eine Funktion F mit a) bis c¢) eindeutig bestimmt ist.

Aus der Funktionalgleichung b) folgt
Fx+n) =Fx)x(x+1)-...-(x+n—1)

fiir alle x > 0 und alle natiirlichen Zahlen » > 1. Insbesondere folgt daraus
F(n+1) = n! fir alle n € N. Es geniigt daher zu beweisen, dass F(x) fir
0 < x < 1 eindeutig bestimmt ist. Wegen

n+x=(1—-x)n+x(mn+1)
folgt aus der logarithmischen Konvexitét

F(n+x) <Fn)'"F(n+1)=Fn)'" ™ Fnyn = (n—1)n".
Ausn+1=x(m+x)+ (1 —x)(n+1+x) folgt ebenso

n=Fn+1)<Fn+x'F(n+14+x)"*=F(n4+x)(n+x)'
Kombiniert man beide Ungleichungen, erhilt man

nl(n+x)"' < F(n+x) < (n—1)n"
und weiter

n(n+x)*! <

x+1) - (x+n—1)

an(x) = 1 F(x)
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(n— 1)l
< =:by(x).
x(x+1)-...-(x+n—1) bn(x)
Da z: gi; = fl'zx);; fiir n — oo gegen 1 konvergiert, folgt
)
F(x) = lim (n= 1)t

n—eox(x+1)-...-(x+n—1)’
F ist also eindeutig bestimmt.

Satz 5 (GauB’sche Limesdarstellung der Gamma-Funktion). Fiir alle x > 0 gilt

. n!'n*
) =t o)

Beweis. Da lim, ... 1, = 1, folgt die behauptete Gleichung fiir 0 < x < 1
aus der im vorangehenden Beweis hergeleiteten Beziehung. Sie ist auBerdem
trivialerweise fiir x = 1 richtig. Es geniigt also zu zeigen: Gilt die Formel fiir

ein x, so auch fiir y := x+ 1. Nun ist
T(y) = Dlx+ 1) =x0(x) = li nn
=T(x+1) =xI"(x) = lim
) ( ) () n—eo (x41)-...-(x+n)

i nlp1
eyt D) =)

. n!'n
= lim .

n—eoy(y+1)-...-(y+n—1)(y+n)
Damit ist Satz 5 bewiesen.

(20.7) Wir zeigen als Anwendung von Satz 5, dass F(%) = /7.

Beweis. Wir konnen F(%) auf zwei Weisen darstellen:

. n!\/n

) = fim n
j( +7)( +7)-...~(I’l+§)
n!\/n
F(%) = lmolc 1 1 v 1 1
nme(1=2)(2=72) . (n—=3)(n+73)
Multiplikation ergibt
. 2n (n!)?

r(%)z = lim —— 1 1 21

mmenty (1-7)(4—-7) (n*—7)

n k2
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wobei das Wallissche Produkt (19.22) benutzt wurde. Also ist F(%) =/T.

Daraus kann man T'(n+ 1) fiir alle natiirlichen Zahlen 7 berechnen, denn aus
der Funktionalgleichung folgt (n+1)I'(n+1) = T(n+1+ ). Damit erhalten
wir folgende Wertetabelle fiir die Gamma-Funktion:

x | T(x)
0.5 | Vr=1.77245... y

1 jo=1

15| Ly/m=088622... 5T

2 [ 11=1

3

255 ;\/j; 1.32934... =T ()
35| Byn=332335...

4 |31=6 Nl

Fiir x \, 0 strebt I'(x) gegen unendlich, da 1 2 3 4 2

B]ld 20.2 Galllllla-l ullkthll
ll]llxrx —lllllr x+1 —l l —1.

Dies bedeutet, dass sich I'(x) asymptotisch fiir x \, 0 wie die Funktionx — 1/x
verhilt.

(20.8) Mithilfe des Wertes von T'(}) konnen wir das folgende uneigentliche
Integral berechnen:

[ eXdx=/r.
Beweis. Die Substitution x = 11/2, dx = %t’l/zdt liefert

R, R?
JeXdx=1 [t 12 dr
€ 2
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also ergibt sich durch Grenziibergang € \, 0, R — oo
fe’xzdx = %ft’l/ze”dt = %F(%) = %\/ﬁ
0 0

Daraus folgt die Behauptung.

Stirlingsche Formel

Wir leiten jetzt noch eine niitzliche Formel fiir das asymptotische Verhalten
von n! fiir grofie »# her. Dabei nennt man zwei Folgen (a,)neny und (b,)nen
nichtverschwindender Zahlen asymptotisch gleich, in Zeichen a,, ~ b,,, falls

lim &7 — 1.

n—eo P,

Man beachte, dass nicht vorausgesetzt wird, dass die beiden Folgen (a,) und
(b,) konvergieren und dass auch im Allgemeinen die Folge der Differenzen
(an — by) nicht konvergiert.

Satz 6 (Stirling). Die Fakultdt hat das asymptotische Verhalten

n! N\/%(Z)n.

Beweis. Wir bezeichnen mit ¢: R — R die wie folgt definierte Funktion:
o(x) :== %x(l—x) furx € [0, 1],
o(x+n) = o(x) firallen € Zund x € [0, 1].

Aus der Trapez-Regel (§19, Satz 7) erhalten wir wegen log” (x) = —1/x* die
Beziehung

/ logxdx = L (log(k) +log(k+1)) + / oW 4
X
k k
Summation iiber k = 1,...,n— 1 ergibt

/1ogxdx: ZIngf%logn+/$§)dx.
1 k=1 T



§20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion 229

n
Da [logxdx =nlogn—n+ 1, folgt daraus
1
n
2 logk = (n+ %) logn—n+1v,,
k=1

wobei ¥, ;=1 —/Kg)dx.
X
1

Nehmen wir von beiden Seiten die Exponentialfunktion, so erhalten wir mit
— ol
cpi=e

n! e"

N

Da @ beschréinkt ist und [;°x~2dx < oo, existiert der Grenzwert

lerl -
n'=n"2e"c,, also ¢, =

. X
Y::I}ﬂ“/nzl_/%dxa
1

also auch der Grenzwert ¢ := lim ¢, = e'. Es ist
n—oo

2 (n1)>V2n(2n)" ﬁ22”(n!)2
ca  ntL2n) T T /n(2n)!
2 2
und lim cCTn = % = ¢. Um ¢ zu berechnen, beniitzen wir das Wallissche Pro-
Nn—o0 n
dukt (19.22)

< 4)2 2:2-4-4....-2n-2n
n=2 ——— =21lim .
,}14k2_1 n—e1.3-3.5....-(2n—1)(2n+1)
Es gilt

1/2
"o 4k2 2-4....-2n
2 =2
<H4k2—1> 3.5....-2n—1)v2n+1
1 22.42.....(2n)?
1 2-3:4-5-...-2n—1)-2n

1 22(n)?
C 2
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also
22n (}’l')2
= lim
VR )
Daraus folgt ¢ = v/2x, d.h.
n!

lim — =1, gq.ed.
n—ee \/27n - e "

Zusatz zu Satz 6 (Fehlerabschitzung). Die Fakultdt von n liegt zwischen den
Schranken

 (2) <me v (2) e

Beweis. Mit den Bezeichnungen des Beweises von Satz 6 gilt fiirn > 1

— 2 (Z)”evn—v

mity,,fy:/ %dx, wobei ¢(x) = %z(l —z)firz=x—|x|.

Wir miissen also zeigen

(p 1
0
</ 12n

Da @(x) > 0, ist die erste Ungleichung klar. Um das Integral nach oben ab-
zuschitzen, beniitzen wir folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz. Sei f:[0,1] — R eine zweimal differenzierbare konvexe Funktion.
Dann gilt
1 1

[ -xswdc< b [ o

Beweis. Um die Symmetrie der Funktion 2x(l —X) um den Punkt besser
ausniitzen zu kdnnen, machen wir die Substitution # = x — j und setzen
g(t):=flt+ %) Dann ist g ebenfalls konvex und es ist zu zeigen

1/2 1/2

/(—%tz t<—/g

~1)2 —1/2

ool—
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Da é — % = ﬁ, ist dies gleichbedeutend mit
1/2
[ Gi=lgar<o
~1/2

Dies zeigen wir mit partieller Integration. Fiir die Funktion

y(t) = 4t — 3

gilt /(1) = & — 12 und y(—1) = y(1) =0, also

1/2 1/2
[ Gi=itend=~ [ wiogwar.
-1)2 -1/2
Ausnutzung der Antisymmetrie y(—¢) = —y(¢) liefert weiter
1/2 1/2
[ wingwdr= [wo( e -g )
~1/2 0

Da g konvex ist, ist g’ monoton steigend, also g'(¢) —g(—¢) > 0 fiir ¢ € [0, }].
Da auBerdem (¢) > 0 fiir# € [0, 1], ist das letzte Integral nicht-negativ. Daraus
folgt die Behauptung des Hilfssatzes.

Nun konnen wir den Beweis der Fehlerabschitzung zu Ende fithren. Da die
Funktion x — 1/x* konvex ist, erhalten wir mit dem Hilfssatz

c>o(p(x) l/mdx 1

Plax< = [T =, qed
./xz S/ e T 9°
n n

. n\n
Die Fehlerabschétzung fiir »! sagt, dass der Nédherungswert v/ 2nn (7> zwar
e

zu klein ist, aber der relative Fehler ist hochstens gleich e!/127 _ 1. Etwa fiir
n = 10 ist der Fehler weniger als ein Prozent, fiir » = 100 weniger als ein
Promille. Beispielsweise gilt mit einer Genauigkeit von 1 Promille

100! &~ 0.9325- 108,
Der exakte Wert von 100! kann z.B. mit dem ARIBAS-Befehl
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==> factorial(100).

-: 933 26215 44394 41526 81699 23885 62667 00490 71596
82643 81621 46859 29638 95217 59999 32299 15608 94146
39761 56518 28625 36979 20827 22375 82511 85210 91686
40000_00000_00000_00000_00000

ermittelt werden (wobei fraglich ist, ob fiir praktische Zwecke jemals der ex-
akte Wert von 100! nétig ist). Die Stirlingsche Formel findet Anwendung u.a.
in der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

AUFGABEN

20.1. Man untersuche das Konvergenzverhalten der Reihen
- 1
—_ (> 0).
gz k(logk)®

20.2. Man zeige, dass die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren:

o o

/ St dx, / sin(x?) dx.
x
0

0
20.3. Man beweise die asymptotische Beziehung

1 (2n 1
22\ p Vrn
Bemerkung. Die Zahl 2% (2: ) kann interpretiert werden als die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass beim 2xn-maligen unabhéngigen Werfen einer Miinze genau

n-mal das Ergebnis ‘Zahl’ auftritt.

N
1
20.4. Sei Cy := Y, — —logN.
n

n=1
a) Man zeige 0 < Cy < 1 fiiralle N > 1.
b) Man beweise, dass der Limes
C:= ]\}E& Cy
existiert.
Bemerkung. Die Zahl C heillt Euler-Mascheronische Konstante; es gilt
C=0.577215664901532860606512090082402431042159335...
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20.5. Man beweise fiir x > 0 die Produktdarstellung

1 Cx i ( X _

—— =x¢ 1+—)e x/n

I'(x) nl:II n

wobei C die Euler-Mascheronische Konstante ist.

20.6. Der Definitionsbereich der Gamma-Funktion kann wie folgt von R auf
D :={t € R: —t & N} erweitert werden: Fiir negatives nicht-ganzes x wihle
man eine natiirliche Zahl #, so dass x +#7+ 1 > 0 und setze
M) — — Lot
x(x+1)-...-(x+n)
Man zeige, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl von # ist und damit
die Produktdarstellung aus Aufgabe 20.5 fiir alle x € D gilt.

20.7. Man beweise fiir x > 0 die Formel
1
r(f)r()”r ) — 2 /AT ().
2 2
Anleitung. Man zeige, dass die Funktion F(x) := 2)‘1"()2—“)1"(’%1) der Funktio-
nalgleichung xF (x) = F(x+ 1) gentigt und logarithmisch konvex ist.

20.8. Die Eulersche Beta-Funktion ist fiir x,y € R, definiert durch

1
Blx,y) = /tH(l iy,
0

a) Man zeige, dass dieses uneigentliche Integral konvergiert.

b) Man beweise: Fiir festes y > 0 ist die Funktion x — B(x,y) auf R’ logarith-
misch konvex und geniigt der Funktionalgleichung

xB(x,y) = (x+y)B(x+1,y).
¢) Man beweise die Formel

)T (y)

B(x,y) = V)
()= Tty
Anleitung. Betrachte (fiir festes y) die Funktion x — B(x,y)['(x+y)/T'(y).

fiir alle x,y > 0.
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§ 21 GleichmiBige Konvergenz von
Funktionenfolgen

Der Begriff der Konvergenz einer Folge von Funktionen (f;,) gegen eine Funktion f,
die alle denselben Definitionsbereich D haben, kann einfach auf den Konvergenzbe-
griff fiir Zahlenfolgen zuriickgefiihrt werden: Man verlangt, dass an jeder Stelle x € D
die Zahlenfolge f,(x), fiir n — oo gegen f(x) konvergiert. Wenn man Aussagen tiber
die Funktion f aufgrund der Eigenschaften der Funktionen f, beweisen will, reicht
jedoch meistens diese so genannte punktweise Konvergenz nicht aus. Man braucht
zusitzlich, dass die Konvergenz gleichméfBig ist, das heiflt grob gesprochen, dass die
Konvergenz der Folge (f,(x)) gegen f(x) fir alle x € D gleich schnell ist. Beispiels-
weise gilt bei gleichmaBiger Konvergenz, dass die Grenzfunktion f wieder stetig ist,
falls alle f, stetig sind. Die gleichméBige Konvergenz spicelt auch bei der Frage ei-
ne Rolle, wann Differentiation und Integration von Funktionen mit der Limesbildung
vertauschbar sind. Besonders wichtige Beispiele fiir gleichméBig konvergente Funk-
tionenfolgen liefern die Partialsummen von Potenzreihen.

Definition. Sei K eine Menge und seien f,: K — C, n € N, Funktionen.
a) Die Folge (f,,) konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: K — C, falls
fiir jedes x € K die Folge (f,(x)) gegen f(x) konvergiert, d.h. wenn gilt:

Zujedem x € K und € > 0 existiert ein N = N(x,€), so dass
|fn(x) — f(x)] <e firallen >N.

b) Die Folge (f,) konvergiert gleichméiBig gegen eine Funktion f:K — C,
falls gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein N = N(g), so dass
|fn(x) — f(x)| <e flurallexeKundallen>N.

Der Unterschied ist also der, dass im Fall gleichméBiger Konvergenz N nur von
€, nicht aber von x abhéngt. Konvergiert eine Funktionenfolge gleichméBig, so
auch punktweise. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie folgendes Beispiel
zeigt:

(21.1) Fiir n > 2 sei f,:[0, 1] — R definiert durch
fo(x) :=max (n—n*lx—1],0) (Bild21.1).
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Y

0 2 1 X Bild21.1

l}
|
!
!
|
I
‘
!
!
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!
|
I
‘
!
!
‘
I
I
!
1
n

Wir zeigen, dass die Folge (f,;) punktweise gegen 0 konvergiert.
1. Fiirx = 0 ist f,,(x) = 0 fiir alle .
2. Zu jedem x € ]0, 1] existiert ein N > 2, so dass

%gx firallen > N.
n

Damit gilt f,,(x) = 0 fiir alle # > N, d.h. lim,, ., f;,(x) = 0.
Die Folge (f,) konvergiert jedoch nicht gleichméBig gegen 0, denn fiir kein
n > 2 gilt

[fn(x)—0] <1 firallex e [0,1].

Stetigkeit und gleichmiiflige Konvergenz

Satz 1. Sei K C C und f,:K — C, n € N, eine Folge stetiger Funktionen, die
gleichmdfig gegen die Funktion f-K — C konvergiere. Dann ist auch f stetig.

Anders ausgedriickt: Der Limes einer gleichmaBig konvergenten Folge stetiger
Funktionen ist wieder stetig.

Beweis. Sei x € K. Es ist zu zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so
dass

|f(x) = f(&)| <e fiirallex’ € K mit |x—x'| < 3.

Da die Folge (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, existiert ein N € N, so
dass

WE) -/ <3 firallet K.
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Da fy im Punkt x stetig ist, existiert ein 8 > 0, so dass
| Av(x) — v (X)) < g fiir alle X’ € K mit |x —x'| < 3.
Daher gilt fiir alle X' € K mit |x —x'| < 8
/() = fOD] < @) = )]+ 1 fv(x) = v+ v () = £

<§+§+E*€ ed
33 T3=8 aed

Bemerkung. Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen nur punktweise, so
braucht die Grenzfunktion nicht stetig zu sein. Dazu betrachten wir folgendes
Beispiel.
(21.2) Sei 6:R — R die wie folgt definierte Funktion (Bild 21.2):

c(0)

=0
o(x) = ﬂ:;x fir x € ]0,2n],

o(x+2nm) :=0(x) firne Zundx € [0,2n[.

wa <

. ST
—ﬁn - n\fn 3Nﬁ

=Y

N

[SIE]

Bild 21.2
Nach Beispiel (19.23) gilt

— Sinkx
o(x) = fiir allex € R.
(x) Z,l .

Wir hatten in (19.23) diese Beziehung fiir 0 < x < 2n bewiesen; fiir x = 0
gilt sie trivialerweise und fiir 2nn < x < 2(n+ 1)n folgt sie daraus, dass
sink(x+2nm) = sinkx.
Die Partialsummen der Reihe sind stetig auf ganz R, der Limes jedoch unstetig
an den Stellen x = 2nm, (n € Z). Also kann die Reihe auf R nicht gleichméfig
konvergieren. Wir wollen jedoch zeigen, dass die Reihe fiir jedes & € |0, [ im
Intervall [3, 21 — 8] gleichmaBig konvergiert. Dazu setzen wir

sp(x) == i sinkx = Im(i eikx) .
k=1 k=1
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Fiir d <x <2n—9 gilt

n kx
E e’
=1

Es folgt firm >n >0

< — - — <
T ez —em/2|  sink sin%

inx _ 1 2 1 1
sn(2)] < ¢ ‘

e —1

@ Sinkx| | & sg(x) —sp-1(x)
R 1 1 Sm(x)  Sp—1(x)
- kz;lsk(x)<k_k+1>+m+1_ "

1 1 1 1 1 2
S——5l\l-——t+t—-——F+- ="
sin§ \n m+1 m+1 n nsing

also auch
> cink P
zsm Tl —5 furallex € [3,2n—9].
=k nsin g

Daraus folgt die behauptete gleichmiBige Konvergenz. GemiR Satz 1 ist die
Summe der Reihe im Intervall [3, 21 — 3] stetig. Aber natiirlich kann der Limes
einer Folge stetiger Funktionen auch stetig sein, wenn die Konvergenz nicht
gleichméBig, sondern nur punktweise ist, siche Beispiel (21.1).

Definition (Supremumsnorm). Sei K eine Menge und f: K — C eine Funktion.
Dann setzt man

1/l := sup{|f(x)| : x € K}

Bemerkung. Es gilt || f]|x € R4+ U {eo}. Die Funktion f ist genau dann be-
schrinkt, wenn || f]|x < eo, d.h. ||f]|x € Ry. Sind Missverstindnisse ausge-
schlossen, schreibt man oft kurz || /]| statt || /] x-

Mit Hilfe der Supremumsnorm 148t sich die Definition der gleichmafBigen Kon-
vergenz so umformen: Eine Folge f,: K — C, n € N, von Funktionen konver-
giert genau dann gleichméBig auf K gegen f: K — C, wenn

lim 1/, — /1 =0.

Denn die Bedingung || f,, — f||x < € ist gleichbedeutend mit | f,,(x) — f(x)| < e
fiir alle x € K. Die Bedingung ||/, — f||x < € bedeutet im Fall reeller Funktio-
nen, dass der Graph von f, ganz im “e-Streifen” zwischen f'—¢€und f+ ¢ liegt
(Bild 21.3).
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Y f+e
2 Y
S
\ X Bild 21.3

Satz 2 (Konvergenzkriterium von WeierstraB}). Seien f,,:K — C, n € N, Funk-
tionen. Es gelte

o

2 M allx <.

n=0
Dann konvergiert die Reihe Y, f, absolut und gleichmdfig auf K gegen eine
Funktion F:K — C.
Beweis

a) Wir zeigen zunéichst, dass . f, punktweise gegen eine gewisse Funktion
F:K — C konvergiert.

Sei x € K. Da | f,(x)| < || fn]|&, konvergiert (nach dem Majoranten-Kriterium)
die Reihe Y f;,(x) absolut. Wir setzen

Fx) = zo ).

Damit ist eine Funktion F': K — C definiert.

b) Sei F, := X}, fi. Wir beweisen jetzt, dass die Folge (F,) gleichméBig ge-
gen F konvergiert.

Sei € > 0 vorgegeben. Aus der Konvergenz von Y. || ;|| x folgt, dass es ein N
gibt, so dass

oo

Z Ifkllx <€ firallen>N.
k=n+1

Dann gilt fiir » > N und allex € K

AL

k=n+1

oo oo

< Y WIS Y Ifilk<e.

k=n+1 k=n+1

[Fn(x) = F(x)| =
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oo

(21.3) Die Reihe 2 consznx konvergiert gleichméBig auf R, denn fiir
n=1
cosnx . 1 - 1
fu(x)i=—— gilt [fulr=-5 und Yy — <o
n n “n

Potenzreihen
Besonders gute Konvergenz-Eigenschaften haben die Potenzreihen.

Satz 3. Sei (¢,)nen eine Folge komplexer Zahlen und a € C. Die Potenzreihe
(@)=Y ealz—a)"
n=0

konvergiere fiir ein z; € C, z1 # a. Sei r eine reelle Zahl mit 0 < r < |z; —a|
und
K(a,r):={z€C:|z—a|<r} (Bild21.4).

Dann konvergiert die Potenzreihe absolut und gleichmdfig auf K (a,r). Die
formal differenzierte Potenzreihe

g(z) = Y, ney(z—a)""!
n=1
konvergiert ebenfalls absolut und gleichmdfig auf K (a,r).

K(a,r) Z1

Bild 21.4
Beweis

a) Sei f(z) :=cn(z—a)", also f =5 o fn- Da Yo fu(z1) nach Vorausset-
zung konvergiert, existiert ein M € R, so dass | f,(z1)| < M fir alle n € N.
Fiir alle z € K(a,r) gilt dann

[n(2)| = len(z = @) = |ea(z1 —a)"| -

n

z—da
< Mb”,

zZ1—a
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wobei

= e]0,1

’ ‘Z] — a| ’ ’
Es gilt also || fu]|x(4,r) < MO". Da 37, MO" konvergiert (geometrische Reihe),
konvergiert X, f, nach Satz 2 absolut und gleichmafig auf K (a, r).

n—1

b) Sei g,(z) := ne,(z—a)
HgnHK(a,r) < nMe" !

, also g = > g,. Wie unter a) zeigt man, dass

Nach dem Quotienten-Kriterium konvergiert -, nMe"™ 1 also folgt aus Satz
2 die Behauptung.

Bemerkung. Ist f(x) =Y c,(x —a)" eine reelle Potenzreihe, die fiir ein reelles
X1 # a konvergiert, so folgt aus Satz 3, dass die Potenzreihe automatisch auch
in einem Kreis in der komplexen Ebene konvergiert. Reelle Funktionen, die
durch Potenzreihen dargestellt werden, konnen so “ins Komplexe” fortgesetzt
werden. Die systematische Untersuchung der durch Potenzreihen darstellbaren
Funktionen ist Gegenstand der so genannten Funktionentheorie [FL].

Definition. Sei f(z) =X, cn(z — a)" eine Potenzreihe. Dann heifit
R:=sup{|z—a|: Y cy(z—a)" konvergiert }
n=0

Konvergenzradius der Potenzreihe.

Bemerkungen. Es gilt R € R U {e}. Nach Satz 3 konvergiert fiir jedes r €
[0, R[ die Potenzreihe gleichmiBig auf K (a, 7). Die Potenzreihe konvergiert so-
gar im offenen Kreis

K°(a,R)={ze€C:|z—a| <R},
daK°(a,R) =U,.zK(a,r).In K°(a,R) ist die Konvergenz i.Allg. jedoch nicht

gleichméBig. Aus Satz 1 folgt: Der Limes einer Potenzreihe stellt eine im In-
nern des Konvergenzkreises stetige Funktion dar.

Integration und Limesbildung

Wir betrachten jetzt die folgende Situation: Gegeben sei eine Folge ( ;) auf ei-
nem Intervall / definierter Funktionen, die gegen eine Funktion f konvergiert.
Die Integrale der Funktionen f; iiber das Intervall seien bekannt. Was kann
man dann {iber das Integral der Grenzfunktion f schlieen? Bei gleichméBiger
Konvergenz hat man folgende Aussage:



8§21 GleichméaBige Konvergenz von Funktionenfolgen 241

Satz 4. Sei f,:[a,b] — R, n € N, eine Folge stetiger Funktionen. Die Folge
konvergiere auf [a, b] gleichmdiffig gegen die Funktion f:[a,b] — R. Dann gilt
b

/f x*llm fn()x.

Bemerkung. Dieser Satz sagt also, dass man bei gleichméBiger Konvergenz
Integration und Limesbildung ,,vertauschen darf.

Beweis. Nach Satz 1 ist f wieder stetig, also integrierbar. Es gilt

/f ) — /fn /|f 0)ldv < (b=a)lf £l

Dies konvergiert fiir n — oo gegen null, q.e.d.
Beispiele

(21.4) Satz 4 gilt nicht fiir punktweise Konvergenz, wie die in (21.1) definierten
Funktionen f,: [0, 1] — R zeigen. Es ist ndmlich

1
[ fu(x)dx=1 firallen>2,
0

aber

(21.5) Nach Satz 3 konvergiert die Exponentialreihe gleichméBig auf jedem
Intervall [a, b]. Also gilt

b (T o Do
/exp(x)dx:/ ,EZ); dx:ngb/n—!dx
b
) xn+1 N b
= %TH)! :ngl; = exp(x) .

Dies Resultat ist uns natiirlich schon aus (19.5) bekannt.

(21.6) Will man Satz 4 auf uneigentliche Integrale anwenden, sind zusétzli-
che Uberlegungen notwendig (vgl. das Gegenbeispiel in Aufgabe 21.1). Wir
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beweisen hier als Beispiel die Formel

=< Xsfl

/e"— 1a’x: I'(s)C(s) furs>1.
0

Beweis. Dass das uneigentliche Integral fo - 1a’x fiir s > 1 konvergiert, be-

weist man dhnlich wie bei der Gamma-Funktion durch folgende zwei Abschét-

zungen:
(i) Da lim el =1, gilt
Xsfl

o1 <2¢7% fir0<x < xp, (xo > 0 geeignet).

(i1) Da €* fiir x — oo schneller als jede Potenz von x gegen o strebt, folgt

! 1.
e"—lgﬁ fur x > x;.

Seinun 0 < § < R < eo. Dann gilt im Intervall [, R]
Xsfl
e —1

::x57legx]7__e __xs 1 4{ }S efnx 25 XS 1 7nx7

wobei wegen |e™| < ed<1 gleichméBige Konvergenz vorliegt. Wir setzen
zur Abkiirzung
-1

F(x)::xy T und £ (x) = x e,

e’C —

Alle diese Funktionen sind positiv flir x € R’ . Aus Satz 4 folgt
R > R
(%) / F(x)dx = 2 / Ju(x)dx
8 =

Aus (x) folgt fiir jedes N > 1

ﬁl /:fn(x)dm /0 " F(x)dx

also auch (durch Grenziibergang 8 — 0,R — o)

,ﬁl | s [ Fua
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und weiter (N — oo)

g /:fn(x)dxs /0 " F(x)dx.

Andrerseits ist nach ()

/SRF(x)dx < g“l/owfn(x)dx

also auch

/:F(x)dx < ; /Omfn(x)dx

Insgesamt hat man damit die Gleichung

/:F(x)dx: ;Aw_ﬂ(x)dx

Wir miissen also nur noch die Integrale [;° f,(x)dx ausrechnen. Mit der Sub-
stitution ¢ = nx erhilt man

R R s—1 —nx 1 R s—1 ,—t
/an(x)dx:/sx e dx:;/nst e 'dt

und nach Grenziibergang 8 — 0,R — oo
oo 1 1
/ f)de=— [ e dt = —T(s).
0 0 n®

nS

o 1
Da ) o= ¢(s), folgt damit die behauptete Gleichung
P

it xvfl
/ v =LET6), qed

eX —

Insbesondere folgt aus der bewiesenen Formel

oo =3

& mt
dt = T(4)((4) = —
/xS l/x_l /ef—l ()C() 15°
0 0
daf(4)=X,, '114 = 90, wie wir in §23 zeigen werden. Dieses Integral ist in

der theoretischen Physik von Bedeutung, vgl. (17.1).
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Differentiation und Limesbildung

Wir wollen uns jetzt mit der zu Satz 4 analogen Fragestellung iiber die Ver-
tauschbarkeit von Differentiation und Limesbildung beschéftigen. Es stellt sich
heraus, dass hier die Situation komplizierter ist. Die gleichméaBige Konvergenz
der Funktionenfolge reicht nicht aus, vielmehr braucht man die gleichmiBige
Konvergenz der Folge der Ableitungen.

Satz 5. Seien f,:]a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen (n € N), die
punktweise gegen die Funktion f[a,b] — R konvergieren. Die Folge der Ab-
leitungen f:]a,b] — R konvergiere gleichmdifig. Dann ist f differenzierbar
und es gilt

fx) = r}glgcﬂ,(x) Siir alle x € [a,b].

Beweis. Sei f* =lim f]. Nach Satz 1 ist /* eine auf [a, b] stetige Funktion. Fiir
allex € [a,b] gilt

Ful) :.fn(awz 7).

X X
Nach Satz 4 konvergiert [ £ () dt fiir n — oo gegen [ f*(¢)dt, also erhélt man
a a

f) = fla)+ ] (1)t
Differentiation ergibt /' (x) = f*(x), (§19, Satz 1), q.e.d.
Beispiele

(21.7) Selbst wenn (f,) gleichmiBig gegen eine differenzierbare Funktion f
konvergiert, gilt i.Allg. nicht lim,,_... f, = f’, wie folgendes Beispiel zeigt:

1
mR—=R, fy(x):=—sinnx, (n>1).
n

Da || f,]| = %, konvergiert die Folge (f,,) gleichmiBig gegen 0. Die Folge der
Ableitungen f}(x) = cosnx konvergiert jedoch nicht gegen 0.

(21.8) Als Anwendung von Satz 5 berechnen wir die Summe der Reihe

o COSHX
F(x) = z n2 )
n=1
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die nach (21.3) gleichméBig konvergiert. Die Reihe der Ableitungen
B i sinnx
n=1 1

konvergiert nach (21.2) fiir jedes & > 0 auf dem Intervall [§, 2 — J] gleichma-
Big gegen 5=. Deshalb gilt fiir alle x € |0,27w[

X—T

Fw="3", dh F(x):(x;n) te

mit einer Konstanten ¢ € R. Da F stetig ist, gilt diese Beziehung im ganzen
Intervall [0,27]. Um die Konstante zu bestimmen, berechnen wir das Integral

2 2n 3
/F dx—/<x ) dx—i—/cdx:%—i—ch.
0

Da f cosnxdx = 0 fiir alle n > 1, gilt andererseits nach Satz 4

T B cosnx
O/F(x)dx— ,,2 /

2 . .
also folgt ¢ = —7;. Damit ist bewiesen
o 2 2
cosSnx X—T b1
= —— fir0<x<2r.
Z& n? ( 2 ) 12 ST

Insbesondere fiir x = 0 erhélt man die schon in (7.2) behauptete Formel
g1
=t 60

Wendet man Satz 5 auf Satz 3 an, ergibt sich

Corollar 1 (Ableitung von Potenzreihen). Sei f(x) = X5 cn(x —a)" eine

Potenzreihe mit dem Konvergenzradius v > 0, (c,,a € R). Dann gilt fiir alle
x€la—ra+r]

(x)= incn(x —a)"!

Man driickt dies auch so aus: Eine Potenzreihe darf gliedweise differenziert
werden.
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(21.9) Beispiel. Fiir |x| < 1 gilt

— — d & d 1 X
n__ n71: “ n_ % _ )
n;ll’lx —x};nx xdxr;)x de<1_x> (1_x)2

Ein Spezialfall davon ist die Formel

" _1.,2.3,.4,.5,6., 71 _
Y =atitstigtntatmt =2
n=1

Corollar 2. Die Potenzreihe

&)=Y culx—a)"
n=0
konvergiere im Intervall I :=la—r,a+r|, (r >0). Dann ist f:1 — R beliebig
oft differenzierbar und es gilt
1

=5 ")(a) fiiralleneN.

Beweis. Wiederholte Anwendung von Corollar 1 ergibt

oo

O =Y nn—1)-...-(n—k+1)ea(x—a)" .
n=k
Insbesondere folgt daraus
1

f(k)(a):k!ck, d.h. Ck:E (k)(a)'

AUFGABEN
21.1.Furn > 1 sei
SiRe =R, fulx) = e
n

Man zeige, dass die Folge (f,,) auf R, gleichméBig gegen 0 konvergiert, aber

o

lim [ f,(x)dx=1.

0
21.2. Auf dem kompakten Intervall [a,b] C R seien f, : [a,b] = R, n € N,
Riemann-integrierbare Funktionen, die gleichmiBig gegen die Funktion

f:[a,b] — R konvergieren. Man zeige: Die Funktion f ist ebenfalls auf [a, b]
Riemann-integrierbar.
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21.3. Man berechne die Summen der Reihen

>, sinnx S COSHX
2‘1 3 und 2‘1 et (xeR).
n= n=

21.4. Fiir |x| < 1 berechne man die Summen der Reihen

anx", irﬁx" und ix—n
n=1

n=1"

21.5. Sei f(z) = X5 ¢n(z — a)" eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten
cp- Sei R der Konvergenzradius dieser Reihe. Man zeige

-1
R= (lim sup v/ |c,,|> (Hadamardsche Formel).

n—oo

Dabei werde vereinbart 07! = o und co~! = 0.

21.6. Man zeige, dass die Reihe
F(x):= z e
n=0

fiir alle x > 0 konvergiert und eine beliebig oft differenzierbare Funktion
F:R’ — R darstellt. AuBerdem beweise man, dass fiir alle &£ > 1 gilt

lim F®) (x) = 0.
X—00
21.7. Sei (ay)n>1 eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe

Jx) =

konvergiere fiir ein xo € R. Man zeige: Die Reihe konvergiert gleichméBig auf
dem Intervall [xg,o].

=)

an
X
n=1"

21.8. Seien [a, b] und [4, B] kompakte Intervalle in R und sei
fu:la,b) — [A,B]CR, neN,

eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmafig gegen eine Funktion F': [a, 5] —
R konvergiert. Weiter sei @ : [4,B] — R eine stetige Funktion. Man zeige: Die
Folge der Funktionen

gn:=0Qofy:la,b] =R, nel,



248 §21 GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen

konvergiert gleichméafBig gegen die Funktion G := Qo F.

21.9. Man beweise:
a) Die Produktdarstellung fiir 1/I"(x) aus Aufgabe 20.5
1 o
— = x> 11 ( 1+ f) e /" (C Euler-Mascheronische Konstante),
I'(x) bl n
konvergiert auf jedem Intervall [e,R], 0 < € < R < o, gleichmiBig.

b) Auf R*, gilt

—logT'(x) :Cx+logx+l§ {log (1 +£) —Z},

wobei die unendliche Reihe auf jedem Intervall [, R], 0 < € < R < oo, gleich-
miBig konvergiert.

c) Die Gamma-Funktion ist auf R* differenzierbar und es gilt
I’ (x) 1 & 1 1
_ —C+ - _ -
I'(x) et ~\x+n n)’

n=1

wobei die unendliche Reihe auf jedem Intervall [, R], 0 < € < R < oo, gleich-
méBig konvergiert.

. 1 /
d) 1{1}) (F(x) x> =T'(1)=-C.
21.10. Sei I = |a,b[ C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall (a €
RU{—c}, b € RU{eo}) und seien f, : I — R, (n € N), stetige Funktionen, die
auf jedem kompakten Teilintervall [o, B] C I gleichmaBig gegen die Funktion
f: I — R konvergieren. Es gebe eine nicht-negative Funktion G : I — R, die
iiber I uneigentlich Riemann-integrierbar ist, so dass

|fn(x)] < G(x) furallexe/undneN.
Man zeige (Satz von der majorisierten Konvergenz):
Alle Funktionen f, und f sind iiber / uneigentlich Riemann-integrierbar und
es gilt
b b

[ = tim [ fiw)s.

n—oo
a a
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§ 22 Taylor-Reihen

Wir haben schon die Darstellung verschiedener Funktionen, wie Exponentialfunkti-
on, Sinus und Cosinus, durch Potenzreihen kennengelernt. In diesem Paragraphen
beschiftigen wir uns systematisch mit der Entwicklung von Funktionen in Potenz-
reihen.

Als Erstes beweisen wir die Taylorsche Formel, die eine Approximation einer
differenzierbaren Funktion durch ein Polynom mit einer Integraldarstellung
des Fehlerterms gibt.

Hier und im ganzen Paragraphen sei / C R ein aus mehr als einem Punkt be-
stehendes Intervall.

Satz 1 (Taylorsche Formel). Sei f:1 — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzier-
bare Funktion und a € 1. Dann gilt fiir alle x € 1

"(a ae ") (aq
10 = fa)+ T a1 D o ap s LD gy
+Rn+1(x)>

wobei

Run(6) = - [ =0 D0 dr.

a
Beweis durch Induktion nach ».

Induktionsanfang. Fiir n = 0 ist die zu beweisende Formel

&) =f@+ [ £

nichts anderes als der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.

Induktionsschritt n — 1 — n. Nach Induktionsvoraussetzung ist

1

R) = oy [ e A 0

n!

a
— / f<") (z)% <(x7 ) > dt = (Partielle Integration)
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- 7f(n)(t) (x;'t)n t;a+/(x;7’t)ndf(n)(t)
_ f(':'(d) (x_a)n+%/(x_t)nf(wrl)(t)dt.

a

Daraus folgt die Behauptung.

Corollar. Sei f-1 — R eine (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion mit
70 (x) = 0 fiir alle x € I. Dann ist f ein Polynom vom Grad < n.

Satz 2 (Lagrangesche Form des Restglieds). Sei f:1 — R eine (n+ 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion und a,x € I. Dann existiert ein & zwischen a
und x, so dass

/g

n+1
(n+1)! '

(x—a)

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (§18, Satz 7) existiert
ein & € [a,x] (bzw. § € [x,d], falls x < a), so dass gilt

Rat1(x) = %/(x*t)”ﬂ”m(t)dt:f(”“)(g)/%d,
- an e AR ” n
— D) CES V] (r—a)™!, qed.

Corollar. Sei f:1 — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion und a € I.
Dann gilt fiir alle x € 1

n (k)a
f(x)zszy()

(x—a)* +0(x)(x—a)",
=0

wobei ¢ eine Funktion mit lim @(x) = 0 ist.
X—a
Beweis. Wir verwenden die Lagrangesche Form des Restglieds n-ter Ordnung

(SFAMC) AR

0 - 3 e = B a—ay
=0 k! n!
) (g () gy — ) (4
1@ SO

n! n!
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&)~ 1"(a)

Wir setzen @(x) := '
n!

, (€ hdngt von x ab!).

Da & zwischen x und a liegt, folgt aus der Stetigkeit von f("):
(n)(g) — £n)
limg(x)  lim (&) —~/"(@) _

x—a E—a n!

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung. Unter Verwendung des Landau-Symbols o 14sst sich die Aussage
des Corollars auch schreiben als

n (k) a
=30

a (x—a)f+o(lx—a|") firx—a.

k=0
Dies bedeutet, dass sich eine in einer Umgebung des Punktes a #-mal stetig
differenzierbare Funktion f bis auf einen Fehler der Ordnung o(|x — a|”) durch
das Taylor-Polynom n-ter Ordnung

T,lf,d] ka' x—a)k

approximieren l&sst.

(22.1) Als Beispiel betrachten wir die Funktion
[]-L1 =R, f(x)=v1+x

und den Entwicklungspunkt a = 0. Da

1
0)=1, 0)=——=
£(0) 1(0) Wi
ergibt das Corollar

fx)=V1+x= 1+)2£+(p(x)x mit lin(l)(p(x) =0.

-1
=3,
x=0

Daraus erhilt man z.B. fiir alle n > 1:

W_W(H WH_

_\[<1+2f o(yi) ym) =virire( 7).
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Da lim ¢(1/+/n) = 0, folgt daraus
Nn—o0
lim < n+/n— ﬁ) =1, (vgl Aufgabe 6.6).
Nn—oo

Definition. Sei f/:/ — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und a € 1.
Dann heif3t

& fW(a) k

1fdw =3 TP -a)

k=0

die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a.

Bemerkungen

a) Der Konvergenzradius der Taylor-Reihe ist nicht notwendig > 0.

b) Falls die Taylor-Reihe von f konvergiert, konvergiert sie nicht notwendig
gegen f.

c¢) Die Taylor-Reihe konvergiert genau fiir diejenigen x € I gegen f(x), fir
die das Restglied aus Satz 1 gegen 0 konvergiert.

(22.2) Wir geben ein Beispiel zu b). Sei /2R — R die Funktion (s. Bild 22.1)
1

_ 17 falls x £ 0,
f(x) =
0, falls x = 0.

I
-1 Bild 22.1 1

Dies ist eine Funktion, deren Graph sich in der Nihe des Nullpunkts sehr stark
an die x-Achse anschmiegt (z.B. gilt 0 < f(x) < 107! fiir 0 < |x| < 0.2).

Wir wollen zeigen, dass f beliebig oft differenzierbar ist und f (">(0) =0 fir
alle n € N. Die Taylor-Reihe von f um den Nullpunkt ist also identisch 0,
obwohl f selbst nur im Nullpunkt den Wert 0 annimmt.

Dazu beweisen wir durch vollstindige Induktion nach n, dass es Polynome p,
gibt, so dass

Pn (%) eil/“‘z, fallsx £ 0,

£ ) =
0, falls x = 0.

Der Induktionsanfang » = 0 ist klar.
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Induktionsschrittn — n—+1.
a) Fiir x # 0 gilt

7 = ) = < (o

(AR

Man wihle p,11(¢) := —pl,(£)t> + 2p,(t)23.
b) Fiir x = 0 gilt
() (x) — () 1y g1/
f(n+l)(0) — llmf (x) f (O) — llm p" (x) ¢
x—0 X x—0 X
RErjrtlepn(R)efRz =0 nach (12.1), q.e.d.

Aus §21, Corollar 2 zu Satz 5 folgt unmittelbar
Satz 3. Sei a € R und

@)= ealx—a)”
n=0
eine Potenzreihe mit einem positiven Konvergenzradius r € |0,c|. Dann ist
die Taylor-Reihe der Funktion f:|a—r,a+r[ — R mit Entwicklungs-Punkt a
gleich dieser Potenzreihe (und konvergiert somit gegen f).

Beispiele

(22.3) Die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion mit Entwicklungspunkt O ist
o o1
exp(x) = ) —.
=
Sie konvergiert, wie wir bereits wissen, fiir alle x € R. Fiir einen beliebigen
Entwicklungspunkt a € R erhdlt man aus der Funktionalgleichung
- exp(a
exp(x) = exp(a)exp(x —a) = z nf )(x—a)”.
n=0 :

(22.4) Die Taylor-Reihen von Sinus und Cosinus,
o , x2k
sinx = 1)
/Z(‘)( ) (2k+1)!
k

- 2
cosx = /ZZ)(_l)k(Zk)! ,
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konvergieren ebenfalls fiir alle x € R.

Die Lagrangesche Form des Restglieds ergibt fiir den Sinus

n x2k+l

sinx = kga(_l)km + Ron+3(x)

mit
sin®3)(E) 5 1y cos§ 203
(2n+3)! (2n+3)!
Dabei ist & eine Stelle zwischen 0 und x. Also gilt
|x|2n+3 )
|R2n+3 (x)| < m fir allex € R.
In §14, Satz 5, konnte diese Abschitzung nur fiir |x| < 2n+4 bewiesen werden.
Ebenso beweist man fiir den Cosinus

Ronis (x) =

n 1 x2k

cosx = IZZ) =(-1) 26! +Roni2(x)
mit

R — (1)t COSE 9442

wm+2(x) = (—1) net
also
|x|2n+2
|R2n+2(x)| < m firallex e R.

Logarithmus und Arcus-Tangens

Wir bestimmen jetzt die Taylor-Reihen der Funktionen Logarithmus und Arcus-
Tangens. Diese kdnnen beide durch Integration der Reihen ihrer Ableitungen
gewonnen werden. Als spezielle Werte ergeben sich Formeln fiir die alternie-
rende harmonische Reihe und die Leibniz’sche Reihe.

Satz 4 (Logarithmus-Reihe). Fiir —1 < x < +1 gilt

2 3 o (1)
10g(1+x):xf%+%$...:z( )

n=1

x".

n

Corollar. Fiir beliebiges a > 0 und 0 < x < 2a gilt

logx = loga+ i (=1 (x—a)"
= na '
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Dies folgt aus der Funktionalgleichung, denn

logx = log(a+ (x —a)) =loga(l +*-%) = loga+log(l +*2).

In Bild 22.2 sind die ersten drei Partialsummen der Taylor-Reihe des Logarith-
mus mit Entwicklungspunkt a = 1 dargestellt.

y
y=logx
X

Al

MA@ ==

/ x72
I aw=w-n-tgE
5 filx) = (e 1) = By 0]

Bild 22.2 Taylor-Approximation des Logarithmus

Beweis von Satz 4. Fiir |x| < 1 gilt

oo

dt
log(l—&-x):log(l—&-t))x:/—:/(Z(—l)”t")dt.
0 / 141 =
Nach §21, Satz 3, konvergiert ¥ ,(—1)"#" gleichmiBig auf [—|x|,|x|]. Aus
821, Satz 4, folgt daher

¥ oo n+1 n—1

o+ = 31 [ rar= T 173 = 5

n=0 0

Damit ist der Satz fiir |x| < 1 bewiesen. Um den noch fehlenden Fall x = 1 zu
erledigen, beweisen wir zunéchst ein allgemeines Resultat.

Satz 5 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei Y. ¢, eine konvergente Reihe reeller
Zahlen. Dann konvergiert die Potenzreihe

flx):= Z cpx
n=0
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gleichmafig auf dem Intervall [0,1], stellt also dort eine stetige Funktion dar.

Bemerkung. Es gilt dann lim, 1 ¥ c,x" = ¥ c,. Dies erklért den Namen
“Grenzwertsatz”.

Beweis. Nach §21, Satz 3, konvergiert die Reihe fiir alle x mit |x| < 1, also
nach Voraussetzung auch fiir alle x € [0, 1]. Es ist also nur zu beweisen, dass
der Reihenrest

Ri(x) := Y cpx”
n=k
fiir k — oo auf [0, 1] gleichméBig gegen 0 konvergiert. Wir setzen

Sy = z ¢ firn>-—1.
k=n+1
Es gilt 5, —s,—1 = —¢,, fir alle n € N, und lim,,_,..s, = 0. Da die Folge
der s, beschrinkt ist, konvergiert nach dem Majoranten-Kriterium die Reihe
Yoo Snx" fur x| < 1. Nun ist

14 4 14
2 e’ = — z spx" + 2 Sp_1x"
n=k n=k n=k

-1 /-1
—spxt — 2 s+ s+ 2 st
n=k n=k
‘ -1
—sxt s K — 2 sux" (1 —x).
n=k

Der Grenziibergang ¢ — oo liefert fir alle x € [0, 1]
Ri(x) = sp_1xf — Z 5p,xX"(1 —x).
n=k

Sei € > 0 beliebig vorgegeben und N € N so groB, dass |s,| < €/2 fiir alle
n > N. Dann gilt fiir alle £ > N und alle x € [0, 1]

e € o £ €
IRe(x)| < -4+ 5(1-x) X X" < S+ - =¢.
22 )
Damit ist Satz 5 bewiesen.

Nun zur Vervollstindigung des Beweises von Satz 4!
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_1\y7-1 .
Day> % konvergiert, stellt nach dem Abelschen Grenzwertsatz

o 1\n—1
f(X):=;( D

n
eine in [0, 1] stetige Funktion dar. Die Funktion log(1 +x) ist ebenfalls in [0, 1]
stetig. Da f(x) =log(1+x) furallex € [0, 1], gilt die Gleichung auch fiir x = 1.
Damit haben wir die in (7.3) angegebene Formel

10g2:17%+%7%i...

x"

bewiesen. Diese Formel ist natiirlich fiir die praktische Berechnung von log2

ganz ungeeignet. Will man hiermit log2 mit einer Genauigkeit von 107 be-

rechnen, so muss man die ersten 10% Glieder beriicksichtigen. Zu einer besser

konvergenten Reihe kommt man durch folgende Umformung: Fiir |x| < 1 gilt
2 .3 4

x X X
log(1 =x——=+=—-—=...
og(1+%) =v—2+T -k,
o x
log(l—x) = x———%———
og(l=x) = ~x=5 =3 -4
Subtraktion ergibt
1+x ¥ox & x2ktl
log—— =2 —+—+...]=2) —.
e (x+3+5+) 22T

Dabei ist }—fﬁ =y, fallsx = i% Fiirx = % erhélt man deshalb

1 1 1 1
log2=2| - )
o8 <3+3-33+5‘35+7.37+ )
Fiir eine Genauigkeit von 10~" braucht man hier nur etwas mehr als » Glieder

zu beriicksichtigen; bricht man die Reihe mit dem Term W ab, so hat

man fiir den Fehler die Abschitzung
2 o 1 1 1
(2k + 3)32k+3 mz:‘() 9m " 2k+3 9k
Z.B. erhdlt man mit £ = 48 den log?2 auf 45 Dezimalstellen genau:

IR <

log2 =0.69314718055994530941 7232121458 176568075500134 ...

Zur Berechnung der Logarithmen anderer Argumente kann man die Funktio-
nalgleichung heranziehen. Jede reelle Zahl x > 0 l4sst sich schreiben als

x=2"y mitneZund 1 <y <2.



258 § 22 Taylor-Reihen

Dann ist

1
logx =nlog2 +logy = nlog2 +logiz,
1—z

wobei z = also insbesondere |z| < 3

+1 ’
Satz 6 (Arcus-Tangens-Reihe). Fiir |x| < 1 gilt
305 7 = 2+l

X X x
t - _ 7_7j:...—7 —ln
arctanx = x 3+5 7 nEO( )

2n+1"

Bemerkung. Man beachte, dass diese Potenzreihe bis auf die Vorzeichen bei
den ungeraden Potenzen von x mit der Reihe fiir die Funktion 1 5 log 15 ”x tiber-
einstimmt. Dass dies kein reiner Zufall ist, darauf weist schon Aufgabe 14.4
hin. Der Zusammenhang wird klar in der Funktionentheorie, wo diese Funk-
tionen auch fiir komplexe Argumente definiert werden. Dann gilt in der Tat die

_ 1 1+iz
Formel arctanz = 5;log 1=

Beweis von Satz 6. Sei |x| < 1. Dann gilt

X
arctanx = I +t2 / ( ) dt

0
oo o x2n+l

= 3 (1) /ﬂ"d;: > (-

0 n=0

Dabei wurde §21, Satz 4, verwendet. Der Fall |x| = 1 wird analog zur Logarith-
mus-Reihe mithilfe des Abelschen Grenzwertsatzes bewiesen.

Da tan} = 1, also arctan1 = ¥, ergibt sich fiir x = 1 die schon in (7.4) ange-
gebene Summe fiir die Leibniz’sche Reihe

I 1 1 1

4—1 3—1—5 7i....
Wie bei der alternierenden harmonischen Reihe fiir log(2) ist dies zwar eine
interessante Formel, aber zur praktischen Berechnung von 1 ungeeignet. Eine
effizientere Methode der Berechnung von 1 mittels des Arcus-Tangens liefert
die Machinsche Formel

" _ Jarctan » — arct

7 = darctan ¢ —arctan -,
siche dazu Aufgabe 22.6. (Eine Fiille von weiteren Algorithmen zur Berech-
nung von 1t werden in dem Buch [AH] beschrieben.)
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Binomische Reihe

Eine sehr interessante Reihe, die als Spezialfille sowohl den binomischen
Lehrsatz als auch die geometrische Reihe enthélt, ist die binomische Reihe.
Sie ergibt sich als Taylor-Reihe der allgemeinen Potenz x +— x* mit Entwick-
lungspunkt 1.

Satz 7 (Binomische Reihe). Sei oo € R. Dann gilt fiir |x| < 1

(14x)%= z (u>x".
n=0 n
Dabei ist (‘;) -1

o—k+1
p k

1

Bemerkung. Fiir o. € N bricht die Reihe ab, (denn in diesem Fall ist (‘::) =0
fiir » > o) und die Formel folgt aus dem binomischen Lehrsatz (§1, Satz 5).

Beweis

a) Berechnung der Taylor-Reihe von f(x) = (1+x)* mit Entwicklungspunkt 0:

) =ofa—1)-...- (0—k+1)(1+x)** = k! (Z)(l +x)%7F,

(k) . .
Da also £ ’;(!(O) = (), lautet die Taylor-Reihe von f

< [ O
i =3 (§)
k=0
b) Wir zeigen, dass die Taylor-Reihe fiir |x| < 1 konvergiert. Dazu verwenden

wir das Quotienten-Kriterium. Wir diirfen annehmen, dass o ¢ N und x # 0.
Sei ay, := (3)#’. Dann gilt

Ap+1| (nfx}—l )x'H’l _ |x| . o—n
= | = .
an (n)x” n+1
Da limy, o[ 5 | = |x| limy e | 97| = [x] < 1, existiert zu 6 mit [x| <6 < 1

ein ng, so dass

Ap+1
An

<0 firallen>ng.

Also konvergiert die Taylor-Reihe fiir |x| < 1.

c) Wir beweisen jetzt, dass die Taylor-Reihe gegen f konvergiert. Es ist zu zei-
gen, dass das Restglied fiir |x| < 1 gegen 0 konvergiert. Es stellt sich heraus,
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dass man mit der Lagrangeschen Form des Restgliedes nicht weiterkommt.
Wir verwenden deshalb die Integral-Darstellung. (Ein kiirzerer Weg zum Be-
weis ist in Aufgabe 22.7 beschrieben. Es soll aber hier wenigstens ein Beispiel
fiir die Anwendung der Integral-Form des Restglieds vorgefiihrt werden.)

Ruii(x) = ,%Oﬁ 710 (1)
= (n+1)(n§1)0}c(x—t)"(1+z)°‘*"*1dt

I.Fall: 0<x < 1.
Wir setzen C := max (1, (1 +x)*). Dann gilt fir 0 <7 < x
0<(1+0)* " < (140" <C,

also

IRup1(¥)] = (n+1)[(,% U (142)%n=1dy
< (n+1)|( n+1)|Cf —0)"de =C|(, %)=t

Weil nach b) die Reihe 37 () * fiir |x| < 1 konvergiert, folgt
k_ _
]}glolo’(kﬂx =0, daher ,}EEIOR”‘H(X)*O‘

2. Fall: —1 < x < 0. Hier gilt

x|

| n+1( )‘ = (n+1) (nil) Of(x+;)n(1_t)0cfn71dt

= o, >f<|x|—z>< el

\X\

< Ja (%[ (el ol (1 =0yt

_ ‘a(“;)‘\x\nl'fl(l—t)%'dz
0

I

gC‘(“;l)x") mit C:=|of [(1—1)* ldr.
0
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Da nach b) die Reihe 37 (%, ")+ fiir |x| < 1 konvergiert, folgt
limR,+1(x) =0, q.e.d.
N—oc0

Beispiele

(22.5) Da (:ll) = (—1)", ergibt sich fiir o = —1 aus der binomischen Reihe
1

1+x

Die geometrische Reihe ist also ein Spezialfall der binomischen Reihe.

=) (—1)"" fur|x| <.
=0

n=

(22.6) Fir o. = % lauten die ersten Binomialkoeffizienten

() ()b (-1
()55 (- ()7 s

Also gilt fur |x| < 1:
V1+x=1+lx—x?+ Lx* — 3gx* + Glieder hoherer Ordnung.

Man kann dies zur ndherungsweisen Berechnung von Wurzeln beniitzen; z.B.

ist
/10 — ./9.10 _ 1 _ 1 1
10 = 4/9- &2 =3 1+__3<1+f_w+“_>

1 1
=34+l =3162....

(22.7) Fiir oo = — 4 st

(- (s G (9)-0

Daher gilt fr x| < 1:
1
V1+x

Anwendung (Kinetische Energie eines relativistischen Teilchens). Nach A. Ein-
stein betrdgt die Gesamtenergie eines Teilchens der Masse m

E = mc?.

=
(i

N

=1- %x + %xz — 15—6x3 + Glieder hoherer Ordnung.
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Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Masse ist jedoch von der Geschwin-
digkeit v des Teilchens abhéngig; es gilt
mo

VI=(v/e)
Hier ist mgy die Ruhemasse des Teilchens; die Ruhenergie ist demnach Ey =
moc?. Die kinetische Energie ist definiert als

Eyin=E—Ey.
Da v < ¢, kann man zur Berechnung die binomische Reihe verwenden:

1
Epin = mc* — moc2 = moc2 (71

o)

moc2 (%(‘Z’)Z + %(§)4 +.. )
= %mov2 + %movz(g)z + Glieder hoherer Ordnung.

Der Term %mov2 reprisentiert die kinetische Energie im klassischen Fall
(v< ¢), der Term %movz(f)z ist das Glied niedrigster Ordnung der Abwei-
chung zwischen dem relativistischen und nicht-relativistischen Fall.

Wir wollen noch untersuchen, in welchen Féllen die binomische Reihe am
Rande des Konvergenzintervalls konvergiert und beweisen dazu folgenden Hilfs-
satz.

Hilfssatz. Sei oo € R\ N. Dann gibt es eine Konstante ¢ = c(o) > 0, so dass
folgende asymptotische Beziehung besteht:

o C f
~ ——— fUrn-— oo.
n nlta

Beweis
a) Sei zunédchst o0 < 0. Wir setzen x := —o.. Es ist
—x\| |=x(=x—-1)-...-(=x—n+1)| x@x+1)-...-(x+n)
n)| n! N n! (x+n)

Daraus folgt unter Verwendung von §20, Satz 5

(—x)‘: o A 1

n

X

lim n'~

n—soo

n—sco n! w* n+x T(x)

Die Behauptung gilt also mit der Konstanten c(o) = e
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b) Sei k — 1 < o0 < k mit einer natiirlichen Zahl k > 1. Dann ist auf o = o —k
Teil a) anwendbar, d.h.

a—k 1
1' 1+067k:
E‘i( n )" T(k—0)’
also auch
oa—k 1
li 1+0L7k: .
fad (n—k> " Tk—a)

Da (4) = Sepsletel (46), folgt

(oc> AT, Ala(oe—1)-...- (a—k+1) ‘(oc—k)

i nl+0cfk
n—o pn—1)-...-(n—k+1) n—k

lim

n—oo

ofoe—=1)-...-(a—k+1)
= T —a) =:c(o), q.ed.

Zusatz zu Satz 7.
a) Fiir o. > 0 konvergiert die binomische Reihe
< [ O
(exe=3 (%)
n=0 \ "
absolut und gleichmdfig im Intervall [—1,+1].
b) Fiir —1 < o < 0 konvergiert die binomische Reihe fiir x = +1 und diver-
giert fiir x = —1.
c) Fiir oo < —1 divergiert die binomische Reihe sowohl fiir x = +1 als auch
fiirx=—1.
Beweis

a) Wir konnen annehmen, dass o ¢ N, da fiir oo € N die binomische Reihe
abbricht. Aus dem Hilfssatz folgt, dass es eine Konstante X > 0 gibt mit

gi
n n

T furallen>1.

1
Da die Reihe ¥ ——— fiir o > 0 konvergiert, folgt die Behauptung.
n

b) Fiir —1 < a0 < 0 gilt (%) = (=1)"|(%)]. Die Konvergenz der binomischen
Reihe fiir x = 1 folgt nun aus dem Leibniz’schen Konvergenzkriterium fiir al-
ternierende Reihen, die Divergenz an der Stelle x = —1 daraus, dass Y, ﬁ fur
o < 0 divergiert.
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¢) Aus dem Hilfssatz folgt, dass (2‘) fiir n — oo nicht gegen 0 konvergiert, falls
o < —1. Deshalb divergieren in diesem Fall die Reihen

5) e 50)er

(22.8) Beispiel. Fiir |x| < 1 gilt auch [x? — 1| < 1. Also haben wir die im Inter-
vall [—1, 1] gleichméBig konvergente Entwicklung

| = Va2 =/14+(2—1)= %(i)(xz—l)”.

Die Funktion abs kann also in [—1, 1] gleichmiBig durch Polynome approxi-
miert werden. Wir wollen uns das etwas genauer anschauen. Wir bezeichnen
die Partialsummen mit

- /1
Fop(x) = 1;)(;) (x2 — l)k.
F,, sind Polynome vom Grad 2n, die fiir n — oo auf dem Intervall [—1,1]

gleichmiBig gegen die Funktion x — |x| konvergieren. Die Konvergenz ist je-
doch in der Nihe des Nullpunkts sehr langsam, siche Bild 22.1.

Bild 22.1 Approximation von abs(x)

Die ersten Polynome lauten ausgeschrieben

B = 3(1+2)
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Fi(x) = %(3+6x2 —xY,

1
Fg(x) = — (54158 —5x* +x%),

16
1

F(x) = @(35+140x2—70x4+28x6—5x8)7
1

Fio(x) = ﬁ(63+315x2—210x4+126x6—45x8—|—7x10).

Man beachte folgenden Unterschied zu den Taylor-Reihen: Wihrend bei der
Folge der Partialsummen der Taylor-Reihen immer nur Terme hoherer Ord-
nung hinzukommen, &ndern sich hier bei jedem Schritt die Koeffizienten aller
auftretenden Potenzen von x.

AUFGABEN
22.1.Sei f: |a,b] — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion (n > 1). Im
Punkt xg € ]a, b[ gelte:
FPxo)=0 firl<k<n und £ (xo)#0.
Man beweise mithilfe des Corollars zu Satz 2:

a) Ist » ungerade, so besitzt f in x¢ kein lokales Extremum.

b) Ist n gerade, so besitzt f in x¢ ein strenges lokales Maximum bzw. Mini-
mum, je nachdem, ob ") (xy) < 0 oder £ (x9) > 0.

22.2. Sei f:]a—¢,a+¢€[ — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion in
einer Umgebung des Punktes a € R, (€ > 0). Es gelte

fx)=cot+ci(x—a)+erlx—a)* +...4+cu(x—a)"+o(|x—a|")
Man zeige: Dann ist notwendig
1
k!
22.3. Man berechne den Anfang der Taylor-Reihe der Funktion
tan:} Iz [ —R

mit Entwicklungspunkt 0 bis einschlieBlich des Gliedes 5. Ordnung.

cx ®(a) fir k=0,1,....n.

22.4. Man bestimme die Taylor-Reihe der Funktion

arcsin:|—1,1[ — R
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mit Entwicklungspunkt O durch Integration der Taylor-Reihe der Ableitung
von arcsin.

22.5. Sei p eine natiirliche Zahl mit 1 < p < n+ 1. Man beweise flir das Rest-
glied R, der Taylor-Formel (Satz 1): Es gibt ein § zwischen a und x, so dass

(n+1)
f + (é)(xfé)n_‘—l_p(xfa)p.

Rn+1 (x) = p- n!
(Dies ist das sogenannte Schlémilchsche Restglied.)
22.6. Man beweise die Funktionalgleichung der Arcus-Tangens:

Fiir x,y € R mit |arctanx 4 arctany| < 7 gilt

X
arctanx + arctany = arctan Y .
1 —xy
Man folgere hieraus die “Machinsche Formel”

T 4 arctan ! arctan !
T far ~ _ar -
4 5 239

und die Reihenentwicklung

DL LT
2k+1 2394 2k+1\239)

Welche Glleder muss man beriicksichtigen, um 7 auf 1000 Dezimalstellen ge-
nau zu berechnen?

22.7. Diese Aufgabe beschreibt einen anderen Weg zum Beweis von Satz 7
iiber die binomische Reihe.
Man betrachte die auf dem Intervall |—1, 1[ definierte Funktion

oo

fl)= 3, ()

n=0
und beweise fiir sie die Differentialgleichung

F0) = .

Daraus leite man ab, dass die Funktion g(x) := f(x)(1 +x)~* konstant gleich
L ist, also f(x) = (1 +x)* fiir |x| < 1 gilt.

22.8. Fiir einen reellen Parameter & mit |k| < 1 heiBit

/7‘52 dt
o V1 —k2sin?t
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vollstindiges elliptisches Integral 1. Gattung. Man entwickle £ (k) als Funktion
von k in eine Taylor-Reihe, indem man

1

V1 —k2sin?t

durch die Binomische Reihe darstelle.

22.9. Eine stetige Funktion ¢: [a, 5] — R heiBit stiickweise linear, wenn es eine
Unterteilung
a=tH<h<..<t.=b
des Intervalls [a, b] und Konstanten oy, B gibt, so dass fur k= 1,...,r gilt
O(x) = oy +Prx  fliry | <x <y
(Der Graph von ¢ ist dann ein Polygonzug, der die Punkte (#,0(#%)), k =
0,1,...,r verbindet.)

Der Vektorraum aller stetigen, stiickweise linearen Funktionen ¢: [a,b] — R
werde mit PL[a, b] bezeichnet (PL von piecewise linear).

Man zeige:

a) Jede Funktion @ € PL[a, b] ldsst sich schreiben als
r—1
o(x) =o+PBx+ Z crlx — |
k=1
mit geeigneten Konstanten o, 3, cx € R.

b) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R lésst sich gleichméBig durch stetige,
stiickweise lineare Funktionen approximieren, d.h. zu jedem € > 0 existiert
eine Funktion ¢ € PL[a,b] mit ||/ — @|| < &, wobei || || die Supremumsnorm
bezeichnet.

c¢) (Weierstral3’scher Approximationssatz)
Jede stetige Funktion f : [a,b] — C lésst sich gleichméBig durch Polynome
approximieren.

Anleitung: Man verwende Teil b) and a) sowie Beispiel (22.8).
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§ 23 Fourier-Reihen

In diesem letzten Paragraphen behandeln wir die wichtigsten Tatsachen aus der Theo-
rie der Fourier-Reihen. Es handelt sich dabei um die Entwicklung von periodischen
Funktionen nach dem Funktionensystem cos kx, sinkx, (k € N). Im Unterschied zu den
Taylor-Reihen, die im Innern ihres Konvergenzbereichs immer gegen eine unendlich
oft differenzierbare Funktion konvergieren, konnen durch Fourier-Reihen z.B. auch
periodische Funktionen dargestellt werden, die nur stiickweise stetig differenzierbar
sind und deren Ableitungen Sprungstellen haben.

Periodische Funktionen

Eine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f heilt peri-
odisch mit der Periode L > 0, falls

f(x+L)=f(x) furallexeR.

Es gilt dann natiirlich auch f(x+nL) = f(x) fir allex € R und n € Z. Durch
eine Variablen-Transformation kann man Funktionen mit der Periode L auf sol-
che mit der Periode 2r zuriickfiihren: Hat f die Periode L, so hat die Funktion
F, definiert durch

piom ()

die Periode 2m. Aus der Funktion F' kann man f durch die Formel

100 =r ()

wieder zuriickgewinnen. Bei der Behandlung periodischer Funktionen kann
man sich also auf den Fall der Periode 21 beschrinken. Im Folgenden verste-
hen wir unter periodischen Funktionen stets solche mit der Periode 2.

Spezielle periodische Funktionen sind die trigonometrischen Polynome. Eine
Funktion /R — R heif3t trigonometrisches Polynom der Ordnung #, falls sie
sich schreiben 143t als

2

mit reellen Konstanten ay, b;. Die Konstanten sind durch die Funktion f ein-

S(x) = “4 Y (axcoskx+ by sinkx)
k=1
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deutig bestimmt, denn es gilt

2n
1
ak:E/f(x)coskxdx firk=0,1,....n,
0

2n
1
bk:E/f(x)sinkxdx firk=1,...,n.
0

Dies folgt daraus, dass

2n

/ coskxsin/xdx =0 fur alle natiirlichen Zahlen & und /,
0

2n 2n

/coskxcoslxdx = /sinkxsinlxdx =0 furk#I,

0 0

2n 2n

/cos2 kxdx = /sin2 kxdx=m furallek>1.

0 0

Es ist hdufig zweckmifBig, auch komplexwertige trigonometrische Polynome
zu betrachten, bei denen fiir die Konstanten ay, b beliebige komplexe Zahlen
zugelassen sind. Unter Verwendung der Formeln

cosx =1 (e"+e ™), sinx=4 (" —e ™)

lasst sich das oben angegebene trigonometrische Polynom f auch schreiben

als
n o
f(x): 2 Ckellc\t,
k=—n

wobei co = 7 und

cr = %(ak—ibk), Cc_p= %(ak-‘ribk) firk>1.

Um in diesem Fall die Koeffizienten ¢; durch Integration aus der Funktion f zu
erhalten, brauchen wir den Begriff des Integrals einer komplexwertigen Funk-
tion. Seien u,v: [a,b] — R reelle Funktionen. Dann heifit die komplexwertige
Funktion ¢ := u+iv:[a, b] — C integrierbar, falls » und v integrierbar sind und
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man setzt
b b

/(()+IV /u dx—H/ v(x)dx.

a
Speziell fiir die Funktion ¢(x) = "™, m # 0, ergibt sich
b
. 1 . b
/elmxdx — _ imx
im

a
a

)

also insbesondere
2n

/ei"”dx:O fiir alle m € Z~ {0} .
0

Damit erhlt man fiir das trigonometrische Polynom f(x) = Y7_  cxe'®™
1 T
cr= ﬁ/f(x)e*"""alx firk=0,%1,...,4n,

da f(x)e ™ =3" __ celtmhx,

Definition. Sei /:R — C eine periodische, iiber das Intervall [0, 27] integrier-
bare Funktion. Dann heiflen die Zahlen

2n
1 ik
= Z
C 2n0/f(x)e dx, keZ,

die Fourier-Koeffizienten von f, und die Reihe

S 2 ce™

k=—oo
d.h. die Folge der Partialsummen
Snlf](x Z ce™, neN,
k=—n
heiflt Fourier-Reihe von f.

Die Fourier-Reihe ldsst sich auch in der Form

% + Y (axcoskx+ by sinkx)
=1
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schreiben, wobei
| 2n | 2n
ay = E/f(x)coskxdx, by = E/f(x) sinkxdx.
0 0

Bemerkung. Ahnlich wie bei der Taylorreihe einer Funktion ist nicht garan-
tiert, dass die Fourierreihe einer Funktion f konvergiert und dass sie im Falle
der Konvergenz gegen f konvergiert.

Folgendes lédsst sich aber leicht feststellen: Wenn die Funktion f'sich iiberhaupt
in der Gestalt
f@)= 3 we™
f=—oo

mit gleichmiBig konvergenter Reihe darstellen ldsst, dann muss diese Reihe
die Fourier-Reihe von f sein. Weil ndmlich gleichmiBige Konvergenz vor-
liegt, kann man bei der Berechnung der Fourier-Koeffizienten Integration und
Limesbildung vertauschen und man erhélt

2n -

= %/( 2 Ymeimx>efik"dx

0 M=

| =
:EZ

m=—oo

2n
/,Ymei(m—k)x dx =Y.
0

Im Allgemeinen konvergiert jedoch die Fourier-Reihe von f* weder gleich-
mifig noch punktweise gegen f. Den Fourier-Reihen ist ein anderer Konver-
genzbegriff besser angepasst, die Konvergenz im quadratischen Mittel. Um
diesen Begriff einzufiihren, treffen wir zunéchst einige Vorbereitungen.

Skalarprodukt fiir periodische Funktionen

Im Vektorraum V aller periodischen Funktionen /R — C, die iiber das Inter-
vall [0,27] Riemann-integrierbar sind, filhren wir ein Skalarprodukt ein durch
die Formel

2n
.8) =5 [Toeydr fir figev.
0

Folgende Eigenschaften sind leicht nachzuweisen (f,g,h € V, A € C):
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g h) = (f.h)+(gh),
f.g+h)=(/f.g)+{fh),
Afg) =M/ ),
fihg) = Mf.g)

e) (/.8) = (g./)-

Fiir jedes f € V' gilt

a) (
b) {
¢) (Af
d) (

fif =5 /|f )Pdx > 0.

Aus (f, ) = 0 kann man jedoch i.Allg. nicht schlieBen, dass /' = 0. Ist z.B. f
im Intervall [0,2x] nur an endlich vielen Stellen von null verschieden, so gilt
(f,f) = 0.Fiir stetiges f € V folgt jedoch aus (f, /) =0, dass f = 0. Man setzt

1Az := V(S )-
Fiir diese Norm gilt die Dreiecksungleichung

I+l < Ifll2+llgll2,  vel. (18.5).
Definiert man die Funktion ¢;: R — C durch

ek(X) = eikxa

so lassen sich die Fourier-Koeffizienten einer Funktion /'€ V' einfach schreiben
als

ck:<ek7f‘>7 keZ.
Die Funktionen e; haben die Eigenschaft
0, falls k # [,
ep,e)) =8y =
\ewe1) = b { 1, falls k =/,
sie bilden also ein Orthonormalsystem.

Hilfssatz 1. Die Funktion f € V habe die Fourier-Koeffizienten cy, k € Z. Dann
gilt fiir allen € N

‘f— Y, e

k=—n

= /15~ Z lex?.

k=—n

Beweis. Wir setzen g := Zk: crey. Dann gilt

—n
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n

(f.8) =2 alfre) = z crck = Z lex]?

k=—n k=—n k=—n
und (ex,g) = ¢, also
n n
g = aleng) =Y, lal*
k=—n k=—n
Daraus folgt

If=glf = (f—g.f—8) =(f./)—(f.8—(gf) +(28)
=1AE- 3 lel— X lel+ Y Jerl
k=—n k=—n k=—n

n
= I/E- X lal’,  qed.

k=—n

Satz 1 (Besselsche Ungleichung). Sei f/:R — C eine periodische, iiber das
Intervall [0,27] Riemann-integrierbare Funktion mit den Fourier-Koeffizien-
ten c. Dann gilt
2n
Y laf <5 [ /0P ds.
f=—oo

0

Beweis. Aus Hilfssatz 1 folgt

n

2 2
> e < 7113

k=—n
fiir alle » € N. Durch Grenziibergang ergibt sich die Behauptung.

Definition. Seien /R — Cund f,,:R — C, n € N, periodische, iiber das Inter-
vall [0,27] Riemann-integrierbare Funktionen. Man sagt, die Folge () kon-
vergiere im quadratischen Mittel gegen f, falls

lim [1£ = fullo =0

d.h. wenn das quadratische Mittel der Abweichung zwischen f und f,,, nimlich

2n/|f |2dx

fiir n — oo gegen 0 konvergiert.
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Man sieht unmittelbar: Konvergiert die Folge (f,) gleichmiBig gegen f, so
auch im quadratischen Mittel. Die Umkehrung gilt aber nicht. Eine im quadra-
tischen Mittel konvergente Funktionenfolge braucht nicht einmal punktweise
zu konvergieren.

Bemerkung. Der Hilfssatz 1 sagt, dass die Fourier-Reihe von f genau dann im
quadratischen Mittel gegen f konvergiert, wenn

oo

2 2
2 lal=II715

f=—oo
d.h. wenn die Besselsche Ungleichung zu einer Gleichung wird. Das Bestehen
dieser Gleichung bezeichnet man auch als Vollstdndigkeitsrelation.

Hilfssatz 2. Sei /:R — R eine periodische Funktion, so dass f | [0,2m] eine
Treppenfunktion ist. Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f im quadrati-
schen Mittel gegen f.

Beweis

a) Wir behandeln zunéchst den speziellen Fall, dass fiir f gilt
1 fir0<x<a,

fx) = ,
0 fir a < x < 2m,

wobei a ein Punkt im Intervall [0, 2] ist. Die Fourier-Koeffizienten ¢ dieser
Funktion lauten

-2
00*2n7
17 j
_ —ikx :L(fika_> .
Ck 2n/e dx i\ 1 firk#0.
0
Fiir k£ #£ 0 gilt
1 : : 1 —coska
2 _ ke —ika) _
™ = T (l_elg) (l_ela)_ 2
also
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T4m2 6 w2 4 12) 2w’

wobei (21.8) beniitzt wurde. Es gilt deshalb

a1 1((na)2 nz)_a

2n
- a 1
Yl = o =5 [ LwPdx=71B.
- 0

Nach Hilfssatz 1 folgt daraus die Konvergenz der Fourier-Reihe im quadrati-
schen Mittel.

b) Ist f][0,27] eine beliebige Treppenfunktion, so gibt es Funktionen fi, ...,
fr der in a) beschriebenen Gestalt und Konstanten vy, ... ,7,, so dass

m#imw
2

fiir alle x € R mit evtl. Ausnahme der Sprungstellen. Fiir die #-ten Partialsum-
men §,[f] bzw. §,[f;] der Fourierreihen von f und f; gilt

am:iwaw,
2

also

1/ =8ulfll2 =

iwmamML<inMamm-
J= y

j=
Nach Teil a) konvergiert dies fiir » — oo gegen 0.

Satz 2. Sei f:R — C eine periodische Funktion, so dass f | [0,2n] Riemann-
integrierbar ist. Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f im quadratischen
Mittel gegen f. Sind cy die Fourier-Koeffizienten von f, so gilt die Vollstdndig-
keitsrelation

o

2n
1
Y lal =, [1fe)Pas.
0

f=—o0

Beweis. Es geniigt den Fall zu behandeln, dass f reellwertig ist und der Ab-
schitzung |/ (x)| < 1 fiir alle x € R geniigt.

Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es periodische Funktionen ¢, y:R — R mit
folgenden Eigenschaften:

a) ¢|[0,2n] und y|[0,2n] sind Treppenfunktionen,
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b) -1<o<f<y<l,

2n
) [ (w)—p)dx <
0

e,

13

Wir setzen g := f — ¢. Dann gilt

g’ <lw—of <2(v—9),
also
2n

2n
o [lewPdr< [ (W) —p@w)dr <
0 0
Fiir die Partialsummen §,[f], §1[®] bzw. §,[g] der Fourier-Reihen von f, @
bzw. g gilt
Bl /1= Sulo] + Fnlg] -
Nach Hilfssatz 2 gibt es ein N, so dass

e
"

lo—Salol], <5 firallen>N.

Fiir alle » gilt nach Hilfssatz 1

S5}

e —ulellly < gl < -
Daher gilt fiir allen > N
€ &
1 = BulA1ll, < o= Balalll, + [l = Bulell, < 5 +5 =

die Fourier-Reihe konvergiert also im quadratischen Mittel gegen f. Wie schon
bemerkt, folgt daraus, dass aus der Besselschen Ungleichung eine Gleichung
wird.

€,

Bemerkung. Schreibt man die Fourier-Reihe einer periodischen Funktion f in
der Form

@
2

so lautet die Vollstédndigkeitsrelation

+ 2 (aycoskx + by sinkx),
k=1

2n
< 1
Haol + 3 (laul +166) = [ 1) Pk
k=1
0

Dies ergibt sich durch einfaches Umrechnen der Koeffizienten cj in a; und by.
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Beispiele

(23.1) Wir betrachten die schon in Beispiel (21.2) untersuchte periodische
Funktion 6 : R — R mit

o(s) = ? fir0 <x <2m, (0)=0.

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten ergibt
2n

1
co= ﬁ/c(x)dx:O
0
und fir k #0
1 2n 1 2n
= o / ?eiik"dx: ~in / xe oy = [Partielle Integration]
0
1 ike| P / M e 1
- _ d ) -
4ikn (xe o Jo ¢ )T 2k
=0
Die Fourier-Reihe von f lautet daher
i l(i’“"_ e*ik") _ i sinkx
&2\ k k &k

Damit haben wir die Reihe wiedergefunden, von der wir bereits in (21.2) ge-
zeigt haben, dass sie iiberall punktweise und in jedem Intervall [3,2m — 9],
(0 < 8 < m), gleichmiBig gegen o(x) konvergiert. Einige Partialsummen der
Fourier-Reihe sind in Bild 23.1 dargestellt.

Nach Satz 2 konvergiert die Reihe auch im quadratischen Mittel gegen ¢ und
die Vollstindigkeitsrelation liefert

o 1 1 2n 1 2n ) 1 T 5

2 mT—X 2 T
25 n/'s(x)‘ g n/ 2 1T T
B 0 0 —T

was uns auch schon aus (21.8) bekannt ist.

(23.2) Wir haben in (21.8) hergeleitet, dass fiir 0 < x < 2m gilt
(m—x)? w*

. coskx_n2 o 1 /i _itx
i TntXoe _EJFZ'Iﬁ(e e ) *)
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Bild 23.1 Zur Fourier-Entwicklung der Funktion ¢

Die Reihe (x) konvergiert gleichmiBig, stellt also die Fourier-Reihe derjenigen
periodischen Funktion f:R — R dar, die fiir x € [0,2n] mit (1 —x)?/4 {iber-
einstimmt, vgl. Bild 23.2.

y
n?/4

—T 0 i 27 3n 4n

2
Bild 23.2 Die periodisch fortgesetzte Funktion y = (n;x> ,0<x<2n

Die Vollstandigkeitsrelation liefert

2n
4 o )4 4
~ o, 1 1/(7‘C x) dx—n,
16 80

42 80
- 0
also

1
k;k“*%’

womit der Beweis fiir die bereits in (21.6) beniitzte Formel nachgeholt ist.
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Satz 3. Es sei f-R — C eine stetige periodische Funktion, die stiickweise stetig
differenzierbar ist, d.h. es gebe eine Unterteilung

O=n<n<...<t,=2m

von (0,21, so dass f|[tx_1,t4] fiir k = 1,...,r stetig differenzierbar ist. Dann
konvergiert die Fourier-Reihe von f gleichmdfSig gegen f.

Beweis. Es sei @y [t_1,;] — C die stetige Ableitung von f| [t;_1,%] und @: R —
C diejenige periodische Funktion, die auf [#_1,#[ mit ¢ ibereinstimmt. Fir
die Fourier-Koeffizienten v,, der Funktion ¢ gilt nach der Besselschen Unglei-
chung

S 2 2
Y [l < llollz < e

n—=—oo

Fiir n # 0 lassen sich die Fourier-Koeffizienten ¢, von f wie folgt durch parti-
elle Integration aus den Fourier-Koeffizienten von ¢ gewinnen:

1 oI
[ rwemax =1 [ e
t—1 [/

3
17 .
- / (p(x)eﬂ"xdx) .
-1
fe—1

(rwe

n

Da wegen der Periodizitit von f

2 (f(x)e*inx Ik ) _ —f(l‘())@iimo _’_f(tr)efim‘r _ 0’
k=1

Ti—1

folgt
i 1
= 27tO/f(x)e dx:%Z /f(x)e dx

—i
2nn

2n X
i Yn
lVUCd — .
0/(p(x)e v=—"

Wegen der fiir alle u,v € R giiltigen Ungleichung uv < %(u2 +v?) ergibt sich

Yol _ 1/ 1 2
=— <= — .
|Cl’l| ‘n| 2 ‘n|2+|’y¥’l|
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Weil E niz und §, [|? konvergent sind, folgt
n=1 n=—oo

Die Fourier-Reihe Y, ., cye™ von f konvergiert also absolut und gleich-
méBig gegen eine (nach §21, Satz 1) stetige Funktion g. Somit konvergiert
die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel sowohl gegen f als auch gegen g,

woraus folgt

1S —glla=0.

Da f und g stetig sind, folgt daraus, dass f und g libereinstimmen. Satz 3 ist
damit bewiesen.

Ein Beispiel fiir Satz 3 ist die in (23.2) untersuchte Funktion.

Satz 3 lésst sich auf unstetige Funktionen verallgemeinern, vgl. Aufgabe 23.6.

AUFGABEN

23.1. Man berechne die Fourier-Reihe der periodischen Funktion f: R — R mit
fx)=|x] fir —t<x<m.

23.2. Man berechne die Fourier-Reihe der Funktion f(x) = |sinx]|.

23.3. Man beweise: Ist /2R — R eine gerade (bzw. ungerade) periodische
Funktion, so hat die Fourier-Reihe von f die Gestalt
ao

>+ agcoskx bzw. Y bysinkx.
=1

k k=1

23.4. a) Man zeige: Jede stetige periodische Funktion f:R — R ldsst sich
gleichméBig durch stetige, stiickweise lineare periodische Funktionen appro-
ximieren. Dabei heif3t eine stetige periodische Funktion ¢:R — R stiickweise
linear, wenn die Funktion f } [0,2m] stiickweise linear im Sinne der Definition
in Aufgabe 22.9 ist.

b) Man beweise mit Teil a) und Satz 3, dass sich jede stetige periodische Funk-
tion f:R — C gleichméBig durch trigonometrische Polynome approximieren
lasst (Weierstra3’scher Approximationssatz fiir periodische Funktionen).
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23.5. a) Man berechne die Summe der Fourier-Reihe

i sin(nx)

nm

n=1
b) Man beweise die Formel
vyl =
n® 945"

n=1

23.6. Die periodische (nicht notwendig stetige) Funktion /iR — C sei stiick-
weise stetig differenzierbar, d.h. es gebe eine Unterteilung
O=fH<n<..<t_1 <t =2m,

so dass sich die Funktionen f'| ]¢;_1,¢;] zu stetig differenzierbaren Funktionen
Jj:tj=1,t;]) — C fortsetzen lassen (j = 1,...,r). Es seien

Felt) = lim f(0) und - f-(5) = lim /(1)
die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte von f an den Stellen #; und

Y= S (ty) = f- (1))

die Sprunghdhen von f an diesen Stellen. Man beweise:

a) Die Funktion F : R — C,
r
'Y.
Floy:= 1) = ¥ Vol—1y),
j=1
wobei 6 : R — R die in Beispiel (23.1) betrachtete Funktion ist, ist stetig und

stiickweise stetig differenzierbar.

b) Die Fourier-Reihe von f konvergiert auf jedem kompakten Intervall [a, b] C
R, das keine Unstetigkeitsstelle von f enthélt, gleichméBig gegen /. An den
Stellen #; konvergiert die Fourier-Reihe von f gegen den Mittelwert

3(F+ () +1-(1))).
23.7.Seia € R\ Zund f: R — C die periodische Funktion mit
fx) =€ fir0<x<2m, f(x+2mn)=f(x),(nc€Z).

a) Man berechne die Fourier-Reihe von f und bestimme ihr Konvergenzver-
halten (vgl. Aufgabe 23.6).
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b) Man beweise fiir x € R \ Z die Formel
o 2x

1
Tcotmx = — + .
x St

Anleitung: Man betrachte die obige Fourier-Reihe an der Stelle x = 0.

23.8. a) Man zeige: Es gibt eindeutig bestimmte Polynome B, (x), » € N, mit
folgenden Eigenschaften:

) Polx)=1,
i)  BLx)=PBs1(x) furallen > 1,
i) Jy Ba(x)dx =0 firalle n > 1.
b) Fiir alle £ > 0 gilt
Bok(1 —x) = Pak(x),  PBarr1(1 —x) = —Pogs1(x).

c) Fiir alle k > 1 gilt By (0) = 0.

d) Die Polynome B,(x) := n!B,(x) heilen Bernoulli-Polynome, die Zahlen
B, := B,(0) heiBen Bernoulli-Zahlen.
Man berechne die Bernoulli-Zahlen und -Polynome fiir n < 8.

e)Firallek>0und 0 <x < 1 gilt
1A~ sin(2mnx)
Bots1(x) = (1) "2 21 (2nm)FT
n=

Falls k > 1, gilt diese Beziehung sogar fiir alle x € [0, 1].
f)Firallek>1und 0 <x < 1 gilt

! cos(2mnx)
2 .
BZk( 2 ZTU’I 2k

g) Fiir alle £ > 1 finde man Formeln fiir die Summen
vy L
ik

mithilfe der Bernoulli-Zahlen.
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Zusammenstellung der Axiome der reellen Zahlen

Korperaxiome: Es sind zwei Verkniipfungen (Addition
und Multiplikation) definiert, so dass folgende Axiome
erfiillt sind:

ausgezeichnet (x > 0), so dass folgende Axiome erfiillt sind:

Fiir jedes Element x gilt genau eine der Beziehungen
x>0, x=0, —x>0

Axiome der Addition | Axiome der Multiplikation ~
Assoziativgesetz Assoziativgesetz _g’ 2
Kommutativgesetz Kommutativgesetz < = %
Existenz der Null Existenz der Eins (# 0) a ?D
Existenz des Negativen | Existenz des Inversen % &
(zu Elementen # 0) g5
- z | 8
Distributivgesetz % 03
o: Q
Anordnungsaxiome: Es sind gewisse Elemente als positiv § §
[¢]
T8
e
~
(el
3
[¢]
-

x>0ANy>0 = x+y>0

x>0Ay>0 = x>0

IodIQy[ 1919UpI0aTue YOSIPAWIYDIE IOFIPUBIS[[OA

Archimedisches Axiom: Zu x > 0, y > 0 existiert eine
natiirliche Zahl » mit nx > y.

Vollstindigkeitsaxiom: Jede Cauchy-Folge konvergiert.
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beschrinkte Menge, 87
Bessel, Friedrich Wilhelm (1784—1846),
273

Besselsche Ungleichung, 273
bestimmte Divergenz, 40
Beta-Funktion, 233
Betrag, 24
Betrag einer komplexen Zahl, 128
bewerteter Korper, 25
Binédr-Darstellung, 52
Binomi, Alessandro (1727-1643), 6
Binomial-Koeffizienten, 5
Binomische Reihe, 259
Binomischer Lehrsatz, 6
Bohr, Harald (1887-1951), 225
Bohr

Satz von, 225
Bolzano, Bernhard (1781-1848), 49
Bolzano

Satz von Bolzano-Weierstral3, 49

Cantor, Georg (1845-1918), 85

Cantorsches Diagonalverfahren, 85

Cauchy, Augustin Louis (1789-1857),
43

Cauchy-Folge, 43

Cauchy-Produkt von Reihen, 77

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung,
172

Cauchysches Konvergenz-Kriterium,
64
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ceil, 27

Cosinus, 135

Cosinus hyperbolicus, 102
Cotangens, 143

de I’Hospital, siche Hospital, 174
Dedekind, Richard (1835 — 1916),
92
Dedekindsches Schnittaxiom, 92
Definition durch vollstdndige Induk-
tion, 2
Dezimalbruch, 47
periodischer, 39
Difterentialquotient, 151
differenzierbar, 151
von links, 155
von rechts, 155
Dirichlet, Peter Gustav Lejeune(1805
- 1859), 96
Dirichletsche Funktion, 96, 191
Distributivgesetz, 14
divergent, 31
divergent, bestimmt, 40
Doppelsummen, 16
Dreiecks-Ungleichung, 25, 128

Einheitswurzeln, 148

Einselement, 14

Einstein, Albert (1879-1955), 261
Einsteinsche Gleichung E = mc?, 261
e-Umgebung, 30

€-0-Definition der Stetigkeit, 109
erweiterte Zahlengerade, 40

Euler, Leonhard (1707-1783), 75
Euler-Mascheronische Konstante, 232
Eulersche Beta-Funktion, 233
Eulersche Formel, 135

Eulersche Zahl, 75
Exponentialfunktion zur Basis a, 117

Exponentialreihe, 75
Exponentialreihe im Komplexen, 131

Fakultit, 3

fast alle, 31

Fibonacci (Leonardo von Pisa) (11807—
12507?), 30

Fibonacci-Zahlen, 30, 41, 62

Fixpunktsatz, 178

FlieBkomma, 52

floating point, 52

floor, 27

Folge, 29

Fourier, Joseph (1768-1830), 270

Fourier-Koeffizient, 270

Fourier-Reihe, 270

Freitag, der Dreizehnte, 11

Fundamental-Folge, 43

Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung, 204

Funktionalgleichung der Exponenti-
alfunktion, 79, 132

Funktionalgleichung des Logarithmus,
116

Gamma-Funktion, 223
Gaufs, Carl Friedrich (1777-1855),
2,11
GauB3-Klammer, 27
Gaul}’sche Zahlenebene, 127
geometrische Reihe, §, 38
geometrisches Mittel, 61
gerade Funktion, 164
gleichméBig konvergent, 234
gleichméBig stetig, 110
Gleitpunkt, 52
goldener Schnitt, 63
Graph einer Funktion, 94
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Gregor XI1I., Papst (Ugo Buoncom-
pagni) (1502-1585), 11

Gregorianischer Kalender, 11

Grenzwert, 30

Grenzwerte bei Funktionen, 97

Hadamard, Jacques S., (1865-1963),
247

Hadamardsche Formel, 247

halboffenes Intervall, 82

harmonische Reihe, 65

Haufungspunkt, 50, 86

Hauptzweige der Arcus-Funktionen,
146

Hexadezimalsystem, 54

Haélder, Otto (1859-1937), 171

Holdersche Ungleichung, 171, 201

Hospital, Guillaume-Frangois-Antoine

de I’H. (1661-1704), 174
Hospitalsche Regeln, 174

IEEE-Standard, 53

imagindre Einheit, 127
Imaginérteil, 127
Indexverschiebung, 7

Induktion, vollstindige, 1
Induktions-Axiom, 24

Infimum, 88
Integral-Vergleichskriterium, 222
Intervall-Halbierungsmethode, 104
Intervallschachtelungs-Prinzip, 44
Inverses, 14

irrationale Zahlen, 86

Kepler, Johannes (1571-1630), 218
Keplersche Fassregel, 218
Kettenbruch, 62

Kettenregel, 160
Kommutativgesetz, 12, 14

kompaktes Intervall, 108
komplexe Konjugation, 127
komplexe Zahlen, 126
Konjugation, komplexe, 127
konkav, 169

konvergent, 30

konvergent, uneigentlich, 40
Konvergenzradius, 240
konvex, 169

konvex, logarithmisch, 224
Kronecker, Leopold (1823-1891), 52

Lagrange, Joseph Louis (1736—1813),
250

Lagrangesches Restglied, 250

Landau, Edmund (1877-1938), 121

Landau-Symbole, 121

leere Summe, 2

leeres Produkt, 3

Legrende, Adrien Marie (1752—1833),
176

Legendre-Polynome, 217

Legendresche Differentialgleichung,
176

Legrende-Polynom, 176

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646—1716),

66
Leibniz’sche Reihe, 68
Leibniz’sches Konvergenz-Kriterium,
66
Limes, 30
limes inferior, 90
limes superior, 90
Lipschitz, Rudolf (1832-1903), 113
Lipschitz-stetig, 113
logarithmisch konvex, 224
Logarithmus, 116
Logarithmus zur Basis a, 124
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Logarithmus-Reihe, 254
lokales Maximum, 165
lokales Minumum, 165

Machin, John (1685-1751), 258
Machinsche Formel, 258
Majoranten-Kriterium, 69
Mantisse, 52
Mascheroni, Lorenzo (1750-1800),
232
Mascheroni
Euler-Mascheronische Konstan-
te, 232
Maximum, 21, 90
lokales, 165
Minimum, 21, 90
lokales, 165
Minkowski, Hermann (1864-1909),
172
Minkowskische Ungleichung, 172,
201
Mittelwertsatz, 166
Mittelwertsatz der Integralrechnung,
196

Mittelwertsatz, verallgemeinerter, 177

monoton wachsend, fallend, 51
monotone Funktion, 114

natiirliche Zahlen, 23

natiirlicher Logarithmus, 116

Nebenzweige der Arcus-Funktionen,
146

Negatives, 12

Newton, Isaac (1643—1727), 183

Newtonsches Verfahren, 183

Norm, p-Norm, 171

Nullelement, 12

Nullfolge, 30

Oberintegral, 191
offenes Intervall, 82

Partialbruchzerlegung, 207
Partialsumme, 37

Partielle Integration, 210

Pascal, Blaise (1623-1662), 7
PASCAL-Programme, 85
Pascalsches Dreieck, 7

Peano, Guiseppe (1858-1932), 23
Peano-Axiome, 23

periodische Funktion, 268
periodischer b-adischer Bruch, 54
periodischer Dezimalbruch, 39
pi, , 139

Planck, Max (1858-1947), 180
Plancksche Strahlungsfunktion, 180
Polarkoordinaten, 147

Potenz, 17

Potenzreihe, 239

primitive Funktion, 204

Produkt, unendliches, 42
Produktregel, 157

punktweise konvergent, 234

quadratische Konvergenz, 59, 184
quadratisches Mittel, 273
Quadratwurzel, 56
Quotienten-Kriterium, 70
Quotientenregel, 157

Realteil, 127

Reihen, unendliche, 37
relatives Extremum, 165
Riemann, Bernhard (1826-1866), 191
Riemann-integrierbar, 191
Riemannsche Summe, 197
Riemannsche Zetafunktion, 223
Rolle, Michel (1652—-1719), 166
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Rolle, Satz von, 166

Schlomilch, Otto (1823-1901), 266

Schlomilchsches Restglied, 266

Schnittaxiom, Dedekindsches, 92

Schranke, 87

Schwarz, Hermann Amandus (1843—
1921), 172

Schwarz

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung,

172
Sexagesimalsystem, 47
Simpson, Thomas (1710-1761),218
Simpsonsche Regel, 218
Sinus, 135
Sinus hyperbolicus, 102
Stammfunktion, 204
stetig, 100
stetig differenzierbar, 162
Stetigkeitsmodul, 113
Stirling, James (1692-1770), 228
Stirlingsche Formel, 228
streng monoton wachsend, fallend,
51
strenges lokales Extremum, 165
Substitutionsregel, 206
Summenzeichen, 2
Supremum, 88
Supremumsnorm, 237

Tangens, 143

Taylor, Brook (1685-1731), 249
Taylor-Polynom, 251
Taylor-Reihe, 252

Taylorsche Formel, 249
Teilfolge, 49

Teleskop-Summe, 38
Trapez-Regel, 214
Treppenfunktion, 96

trigonometrische Funktionen, 135

trigonometrisches Polynom, 268

Turing, Alan Mathison (1912-1954),
85

Turing-Maschine, 85

iiberabzihlbar, 83
Umkehrfunktion, 114

Umordnung von Reihen, 71
unbestimmtes Integral, 203
uneigentlich konvergent, 40
uneigentliches Integral, 219
uneigentliches Intervall, 82
unendlich, 40

unendliche geometrische Reihe, 38
unendliche Reihen, 37

unendliches Produkt, 42

ungerade Funktion, 164
Unterintegral, 191

unterliegende Menge einer Folge, 83

vollstédndige Induktion, 1
Vollstindigkeits-Axiom, 44
Vollstandigkeitsrelation, 274

Wallis, John (1616—-1703), 212
Wallis’sches Produkt, 212
Weierstraf3, Karl (1815-1897), 49
Weierstral}

Konvergenzkriterium von Wei-

erstral3, 238

Satz von Bolzano-Weierstraf3, 49

Waurzeln, 56, 115

Zahlenebene, Gaul3’sche, 127
Zahlengerade, 21
Zahlengerade, erweiterte, 40
Zwischenwertsatz, 104
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N={0,1,2,3,...} = Menge der natiirlichen Zahlen
7 ={0,41,42,...} = Menge der ganzen Zahlen
Q= {g p,q € Z,q # 0} = Korper der rationalen Zahlen
R = Korper der reellen Zahlen
R* = Menge der reellen Zahlen # 0
R, = Menge der reellen Zahlen > 0
R* = Menge der reellen Zahlen > 0
C = Korper der komplexen Zahlen, 126
F, = Korper mit zwei Elementen, 18
[a,b],[a,b[,]a,b],]a,b] Intervalle, 82
|x| = floor(x) = grofte ganze Zahl < x, 27
[x] = ceil(x) = kleinste ganze Zahl > x, 27
[x] GauB-Klammer, alte Bezeichnung fiir | x|
|x|  Betrag einer reellen oder komplexen Zahl, 24, 128
llxll, p-Norm fiir Vektoren, 171
[/1l, p-Norm fir Funktionen, 201
l/llx Supremumsnorm, 237
S, fL rechtsseitige (linksseitige) Ableitung, 155
/|4 Beschriankung einer Abbildung f:X — Y
auf eine Teilmenge 4 C X

ay, ~ b, asymptotische Gleichheit von Folgen, 228

Die iiblichen Bezeichnungen aus der Mengenlehre werden als bekannt voraus-
gesetzt, siche etwa [Fi], Abschnitt 1.1. Insbesondere ist bei der Teilmengen-
Relation 4 C X die Gleichheit 4 = X zugelassen.



